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摘 要

本文考虑祸合振子系统及对其按时间离散化 (时间长为h) 得到的离散动力系统
.

证 明 在一

定条件下
,

这两个系统都有一维整休吸引子 !和几
.

进一步证明当时间步长h , 。时
,

八, 1
.

关键词 藕合振子系 吸引子 锥 水平曲线

一
、

引 言

考虑藕合振子系统

活~ 且二 + f (戈) (1
.

1 )

其中二一伙
, ,

扩
,

⋯
,

x 哟 〔R “ ,

(m > 3 )
,

A是 m x m 矩阵
,

f是R “ , R “的非线性映射
:
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穿,;
lee
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阴一一刃

一 1

常数b > 。
.

对 (1
.

1) 按时间离散化 (即欧拉算法 ) 得到迭代

X 。 卜 ,

一 x 。
+ h (A x 。

+ j(x ,

) )

其 中h > 。为时间步长
。

由 (飞
.

2 、
一

可得到 R 饥今 R 饥的映射厂
, :

F 。x ~ 尤十 h (
一

A、 + f (x 户

木文主要讨论连续动力系统 (1
.

1) 及离散动力系统 {F 哭}荞二 在相空 间 R “
中 的

子以及吸引子的逼近
。

2 )

(1
.

3 )

整体吸引
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二
、

藕合振子系的整体吸引子

考虑(1
.

1) 的初值问题

分”A x + f (% )
, x (0) 二 x 。

(2
.

1)

显然
,

由 (2
.

1) 可导 出R 机上的半群
:

笼S (才)}
, 奋 。:

S (t)
: x 。

冷火
(t )

其中x (t) 是初值问题(2
.

1) 的解
.

记矩阵月的特征值为凡
‘

(￡一 。, 1 ,

⋯
,

m 一 l)
:

几‘= 一 4 m Z s in Z

(i二/ 2。)
,

(艺= O , l
,

⋯
, m 一 1 )

记对应于特征值几
。

~ o的特征向量刁
。

一 (1 , ]
,

⋯
,

1 )
少 〔R ‘

.

再记E ; = s p a n {, 。 ,

E
:

一 E 全
.

R 饥 到 E , 和 E
Z

的投影算子分别记为尸
,

Q
.

往意到这样一个事实
:
凡

,

~ 一 4 0 2 : in Z

(耐 Z m) <

一 4 (m > 3 )
.

以后记 R 机
中的欧几里德内积和模分别为<

·
,

·

>和 !
·

}
.

定义 2
.

1 称集合

Z = {P + q 〔R 叫 P 〔E
: , q 〔E

Z ,

}q l《 {P }}

为 R 仍中的锥
.

引理2
.

2 V 夕。, 义。〔R 仍

i) 如果梦
。
一 x 。

任Z
,

则

S (t ), 。
一 S (t )x 。

〔Z
, t》 o (2

.

2 )

11) 如果对某个t。> o ,
S (t。)夕

。
一S (t。)x 。

磋Z
,

则

}Q (S (t)刀
。

一 S (才)x 。

) }成e x P [凡, 才/ 2 〕}Q (g 。
一 x 。

) !
,

O簇t ( t 。 (2
.

3 )

证明 记 x (t )= S (t)x 。 ,

, (t )= S (t ), 。,

P (t )二P 勿 (t )一 x (t ))
,

g (t )= Q勿 (t )一
二

(才))
.

于是 P (约和q (约分别满足
:

乡= P (f (, (才))一f (x (t )) )
,

P (o )= P (夕
。

一大。) (2
.

4 )

空= A g + Q (j(, (t ) )一 f (二(t) ))
, g (o ) = Q (万

。
一 x 。

) (2
.

5 )

由 (2
.

4 )式
,

再注意到 !f( 妇 一 j( 劝 j( !y一xI
,

有

d
. ,

,
、 , 。

』

一
, 、

_
.

~

几牙了 fp 又r ) l
‘

~ 2戈尸 J又, , 一尸 j (戈)
,

p夕

》 一 2 If (, (r ) )一f (x
(t )) I

·

!P (t )】

) 一 2 1夕(才)一义 (r ) 1
·

}P (t ) }

= 一 2 !P (t ) + 叮(t ) }
·

】P (t ) }

> 一 2丁}p (t ) j
’

+ }p (t ) }
·

}g (t ) })

同样由‘2
.

5 )可得

(2
.

6 )

d
, , . 、 , 。 _ _ 。 ,

.

、 , 。

二
, 、

.
_

二
、

丽
lq 又了) J

‘

气 2 几 ,
lq 戈t , ]

‘

+ 2 ( Iq (t ) J
‘

+ Jp (t川
’

}q (川 ) (2
.

7 )

从而

d

沙t一 L jq }
“

一 i夕 }
“

, 簇2 凡‘}q j
‘

+ 2 ( j力I
‘

+ jq }
‘

) + 4 ! p !
·

}Q }

当 !q l一 {夕}时
,

号
、

一

(,、,
2
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2
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这表明当刀
。
一欠。

〔日Z (Z 的边界) 时
,

洲 t) 一 x( t) 〔Z
,

V 才> 0
. 一

i) 证毕

11) 假定存在 t。> o使刀(t。) 一 二(t 。)磋Z
,

则由i )可知 当。( r ( t。时
, , (t )一 x (才)诺Z , 即 :

}q (t ) l> }p (才) ,
, O ( 才成 t。

从而 由(2
.

7 )

d
~

下厂 lq Lr , 1
一 之

毛乏又以
l
十 4 ) jq L亡川

“

簇必
1

}q (t ) {
‘

以 ‘

即有 !q 汁)J
“

(
e x p 眯

, t j, q (o ) J
“

所以 }Q佃(t )一% (t ) ) }成e x p 以
It/ 2 〕}Q (, 。

一 x 。
) l

,

o成t镇才
。

证毕

定义 2
.

3 设 小 是E
,

) E
Z

的 L ip s e h i七z
映射

,

若 】少 (力
,
)一少 (P

Z
) }簇 !P

,
一 P

:

}
,

V P
I ,

P : 〔E
, ,

刚称连续曲线 l一笼P 十少 (j,) {户〔E
:

}为水平曲线
.

若小还满足小(P + 2 二叮。、一小 (川
,

V p 〔E
, ,

刚称l为限制水平曲线
。

推论2
.

4 设l为 R 仍中一条水平 曲线
,

则丫t> 0
,

S (t )l仍是水平 曲线
,

如 l还是限制水平

曲线
,

则 S (t) l是限制水平曲线
.

证明 V 刀
,

兄〔S (1) 1
, 一

必 日刀
。 ,

x 。

〔l
,

使 S (t 、刀。

= 刀
,

S( 才)x0 一 x
.

因为x 。 ,

坑〔l
,

所 以

夕。一x 。

〔2
.

由引理 2
.

2 5 汁), 。
一 S (r)x0 二夕一 二 〔2

.

从而 S 汁)l是水平曲线
.

考虑到f伙十 2 二叮。)” f(劝
,

因此
,

如l为限制水平 曲线
,

则S (t )l还是限制水平曲线
.

引理2
.

5 存在常数
c > o ,

使 V x 任R 饥 ,
日t。> o ,

当手> 才。时
,

旧S (t )x }《
c / 4

.

若旧xI 《c/ 4 ,

则 }Q.S (t )川《 c/ 4 ,

V t> 0
.

证明 显然f是R 饥” R 饥的有界映射
,

即存在常数
c > 。,

使 1f( x) }(
。 ,

丫x 〔R 形 .

设 x 〔

R 仍 ,

则S (t)x 显然满足下式
:

S (才)
X

一
+

l:
二 “一、(s (

·
)

X )、·
2

.

8 )

今 旧S (才)x }《 1】e A ‘

Q }】】Q x }

+
l:

},· (

一
, Q ,‘

·

, f‘S ‘
·

,
X , , d ·

、 e x p 〔几
1‘: }Q X }+ ·

}:
e x p 〔“

1

(才一)〕、犷

一 e x p 〔几
;才] jQ x J+ (

e / 1凡
,

! )(z一 e x p [几
1云」)

由
_ _

卜式立得引理 2
.

5
.

定理 2
.

6 V : > 0
,

映射S (: )有不变的 限制水平 曲线l
,

即S (
: )l~ 1

.

证明 记H 一 [。
,

2司
·

刃。
二E

, ,

牙一 笼x 〔 R叫尸x 〔H }
,

‘

了 ~ 笼11 1是限制水平曲线 }

7 ~ {[ ~ l门男 }l〔泌 }

记H 为了、分的映射
:

万l一了一 l自萝

对任意了‘矛
,

唯一对应着 H o E
Z

的一个 L IP s c h it z 映 射
。

记 M为所有与矛中元素对应的

Li p 脱 hi 垅映射的全体
.

M 中元素的运算照通常定义
,

其中元素的范数定义如下
:

}{g }}= m a x 19 (P )1
,

g 任M
护〔刀
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从而万成为一个B a n a c h 空间
.

记 万~ {g }g 〔M
,

11夕{!《
e / 4 }

.

下面我们把M 中的元素与分中相对应的元素视为同一 因为M是H o E : 的一致有界且等度连

续的映射族
,

由A rz el a一A o c ol i定理
,

方是M 中的紧集
.

由S (动
,

可以定义M , M 的一个映射F 满足
:

刀
。

S (r) ~ F
o

H

即 F 一刀
。

S (
: 卜刀

一 ’ .

由引理 2
.

2 和 2
.

5 ,

显然有尸卫 c= 厉
.

由 S c h a n d er 不动点定理
,
尸

在贫中至少存在一个不动点1
.

记l一刀
一 ‘

2
.

于是 s (
:

)l~ s (: )H
一 ‘

了~ H
一 ’
尸卜刀

一 ’
了~ l

。

从

而 S (动有一条不变的限制水平曲线1
.

定理 2
.

了 系统 (1
.

1) 有一维的整体吸引子l
,

l是 R “中一条限制水平 曲线
.

证明 取定
T > 。,

由定理2
.

6 ,

存在l任了
,

使 S (动l一1
.

下面证明两点
, 1

.

对丫才> 。,

S (t )l= l
,

即l对半群 {S (才)}
: 一 。

是不变的
.

2
“

对任意 x 〔R ‘
,

d (S (t )x
,

l)。 O当t今 十。。时
.

这

样 l就是系统的整体吸引子
.

1
“

的证明 先证对任意
、 〔R 饥 ,

d( S (二 )二
,

l) 、 0 当n 、 + 00
.

其中 d( x ,

l) 表示
二与阳勺

距离
.

由引理2
.

5 ,

不妨设 !你 }《c/ 4
.

对任意
。 ,

存 在 夕任l使 尸S (二 )大 ~ 尸乡
.

因为 l关于

S (
:

)不变
,

即S (
二

)l= l故存在刀 任l使S (n :
)刀= 夕

,

从而 S (
n : )夕一 S (n 二 )、诺2

.

由引理 :
.

;:

d (S (
n :

)x ,

l)簇 {Q (S (
。:

)火一 S (”艺)夕)}

成 e x p [几, n / 2 」旧义一Q g l

( e x p 〔几: 。: ]
·

(
c / 2 )

今 d (S (”动x ,

1) 0 0 当 n” + co 时

设 t充分小
,

使万S (t )l〔卫
.

万
’ o

H S (r )l= 万
。

S (
:
)S (才)l~ 万

0

5 (才)S (
:

)l一 H
o

S (才)l

说明H S (t) l是F 在厉中的一个不动点
.

从而S (公)l是 S (
:

)的一条不变限制水平 曲线
.

从上面

的讨论可知S (二 )不能有两条不 同的不变限制水平曲线
.

故S (t) l~ “才充分小、
.

所 以对 V 公>

o ,

有

S (t )l一l
,

V t> o

2
“

的证明 仿 :
。

证明的前半部份
,

利 用(2
.

3 )式立得 V 、 〔R “
,

d (S 汁)x
,

l)
一

、) , 矛、

+ co
.

所以l是 {S 汁)}
: 二 。

(即系统 (1
.

1 ))的整体吸引子
.

三
、

离散系统的整体吸引子

对 映 射 F
* ,

(h < l / 4 m 2

)离散动力系统 {F 贾}吉: :
亦有一维整体吸引子

,

除非另有声明
,

含义均与前节一样
。

另记

F o x 一 B 二 + hf (x j
, 二 〔R ,

其中B 二I + hA
,

I为 R 仍 中的恒等映射
.

以下均假定h < 1 / 4 m 2 ,

使B 的特征值

o ( 拼‘( 1 , 泣= 0
,

1 ,

⋯
,

m 一 1
.

引理3
.

1 丫刀
, x 〔R ‘

,

i) 如果刀一 x 〔Z
,

则

F 交刀一 F 翌欠 〔Z
, n 一 1

,
2

,

班) 如果F 食刀一F }、曦Z
,

则

本节所 用记号
,

娜‘一 1 + h之
‘

满足
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}Q (F 戈夕一F 受x ) }( (l 一 Z h” {Q (, 一 x )}

证明同引理 2
.

2
.

引理3
.

2 V x 〔R , ,
3 N > o ,

当n > N 时
,

旧F 又二 }簇
c / 4

样 )
.

且当】Q川簇 c/ 4 时
,

!口F 、xI ( c/ 4
.

证明类似于 引理 2
.

5 的证明
.

定理3
.

3 F 、
有一条不变的限制水平 曲线l。

,

即尸
,
l、~ l

、 .

定理 3
.

4 八是尸
、的整体吸引子

.

定理 3
.

3与 3
.

4 的证明与定理 2
.

6 , 2
.

7的证明相似
.

(3
.

2

(这里的。与引理 2
.

5 中的一

四
、

吸引子的逼近

通过前二节的准备
,

我们 已经明确
,

在相空 间R叫 m > 3 )中
,

F 。
(h < 1 / 4 m 2

)导出的离散

动力系统 {F 艾}言:
1

和 咬1
.

1) 导出的连续动力系统 {S (t )}
: , 。

都有一维吸引子I、和 I
,

它们都是R ‘

中的限制水平曲线
.

设它们分别对应于B a n a c h 空间M 中的元素中
。 和 中

,

{中
。11簇 c/ 4 ,

}巾 }

(
c / 4

.

对(1
.

1) 的初值问题

云二 A 戈 + f (劝
, x (0) = x0

的解 x( t)
,

由欧拉算法计算时刻T 时的近似值为尸贯x0
,

其中时间步 长 h二 T / N
,

N 是 自然

数
.

由欧拉算法的收敛性知 当h、。时
,

F 耘
。

、到 T )
.

这是对具体一条轨道而 言
.

对 整 个系

统而 言
,

当h” 0 时
,

离散系统 {F 升和连续系统 (1
.

1) 的吸引子lh和l有什么关系这一问题没有

一般性结论
.

本节在前面两节准备的基础上要证 明当 h 0 0 时
,

h。。 1
.

其中收敛的意义是指

l, 和l对应的M 中的元素中
, 。小 (在M中 )

.

定理 4
.

1 lim {}小
,
一小 l{= o

证明 注意到对o < h < 1 / 4耐
,

{中 。卜是H 、E Z的等度连续且一致有界的映射族
.

故 {巾
。

}

是盯中的列紧集
.

以下用反证法
.

假定 h” 0时巾
*

介巾
.

即 日。。> o和序列 {中h ‘}
,

使 }小h 。一巾 }》

2 。
。,

V i一 1 , 2 ,

⋯
,

且h ‘。。当i。 + co 时
,

因为 {中、}是M 中的列紧集
,

因此 {由h ‘}一定有一

子列 收敛
.

为方便计
,

不妨就记中h ‘” 岁 〔M且 }四}《刃4
.

此时有 }梦 一小 11> 。。 .

由 M 中范

数的定义知存在P 〔H 使 】梦 (P) 一中 (川 !> 。。 .

又因为

1巾 * ,
(P )一岁 (P ) 1、 o , i、 + co

因此存在N
:

> 0 ,

当‘> N
;

时
,

!中h ‘ (P )一巾 (P) !> 。。 .

当f> N
;

时

d (义
,

l。
‘

)> 2“ ;

记 x ~ P+ 小 (P )
.

于是存在
。;

> 0 ,

使

l)因

取定 T
,

~ h‘n ‘
使 T ‘

小于某个T > O ,
T

‘

> T
。

~ [ 一 In (2 。 ,

/ e ) / 2 〕
,

此存在l上的点川
,

使 S (T
‘

)川 ~ x , ￡~ 1 , 2
·

⋯

在区间〔0
,

T ‘]上
,

由欧拉算法计算初值问题

分= A x + f (x )
, x (o )~ 戈 :

当步长h
‘

” o时
,

误差亦趋于零
,

因此

然洲 ”x ,

份 + co

不妨设i> N :

时,

(4

由于 l对 S (T ,
)是不变的

,
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衅洲 一“ }< “‘

(4
.

2 )

又由 (3
.

2 )知

、了(j了又:
x

:
,

l、
‘

)戒 (卜
Z h

, 、”‘
·

(: 2 )《 (1一 Z h‘)了
。
/ 人‘

·

“ / 2 )

因为 lim (1 一 Z h
,

)了
’
。
/ 人

叭今O

所以 日助
·

> o ,

当f> N
。

时

一 e x P [一 Z T
。

]

。l(

取N ~ m a x {N
, ,

盾
.

F又:
“

;
,

l“
‘

)《 e X p [一 2 7
1 。

〕(
c / 2 ) < “ ,

(4
.

3 )

N
。,

N
3

}
,

当i> 厅时
,

由 (4
.

2 )
、

(4
.

3 )得
,

d (x ,
l人‘ )< 2 。 ; .

这与 (4
.

1 )矛

证毕

由定理 4
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