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摘 要

本文论证了非完整系统的 H a m ilto n 原理的驻值特性
,

J
一

旨出运用 A p p e ll一Ch 。 t a e v 条 件 的

H a m il to n 原理和不应用A p p e ll一c h e t a 。v

条件粼: H a m il t o n 原理都是驻值变分原理
.

并且
,

讨

论了几个有关问题
.

关越词 变分原理 非完整系统 稳定作用量 分析动力学

一
、

引 言

一8 9 选年11 e r 七z 引入非完整系统的概念
〔‘〕,

他认为H a m 11七o n 原理不适用于非完整系统
,

它不满足带有不定乘子的 L a g r a n g e方程
.

因此
,

H 6 ld e r 〔2 “,

C y e 二 o B 〔3 “
和B o p o o e 双〔4 ,

致

力于建立新型的变分原理
.

C a p o n 重申H er 七z 的观点
,

他认为H 6 ld er 的理论是不对的
〔5 ’.

Je ff re y s 和 P a r s 反对 C a p o n 的论断
〔“

·

7 〕.

Par s将H 6 1d e r 的著 名论文 [ 2 〕视为变分原理

理论的奠基性工作
.

他认为
,

对于非完整系统
,

。
l:{
“(q

,

空
, ! )“才一 (1 一 )

形式的H a m il 七o n 原理是不对的
,

而

g 一

空
, t、d t一。L合

王

r‘.恤、
.

形式的 H al ni l切 n 原理是正确的
.

对线性的约束系统
,

K e1’ n er 认 为 方 程 (I
.

1少形 式 的

H a m il t o n 原理仅仅对完整系统才是正确的
〔““.

H e 众M a p :
和中y中a eB 认为H a m il七o n 原理取

何种形式取决于刘材确交换性持何种 观点
〔“3 .

3 y M , H o
eB 对这一问题进行 了系统 的研究

,

他

指出
,

C手
·

e 二 o B
形式的 I工a m ilt o n 原理和 B o p o H e , ; 形式的 H a m ilLo n 原理均可变换为

H 6 ld二形式的H al lli l切 n 原理
‘: ! .

3 y M ;

二嘴 B进一步指出
,

仅仅对满足条件

乙 万抑(会
一

诱
一

黔)
乙g一 。

(1
.

3 )
s = 1 夕二 1
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或者

乙
夕. 1

a T

a空
。 + 夕

A 昙
+ 夕= o (1

.

4 )

的非完整系统的运动
,

H a m il 切 n 原理才具有方程 (1
.

2 )的形式
,

才是稳定作用量原理
t“ 〕.

他还强调指出
,

对非完 整系统
,

条件 (】
.

3 )或条件门
.

4 )仅在极个别的情况下才满足
.

在本文中
,

我们证明应甲A
p p e ‘’

一

C h “t “e v条件的H “m ‘It 。“原理和不应 用 A p p e “-

C h et a e v 条件的H a m il 切 n 原理都是稳定作用量变分原原理
.

并且
,

讨论一些有关的问题
.

二
、

H a m ilto n 原理的驻值特性

让我们考虑一个动力学系统
,

该系统由 L a g ra n g e 函数 L (q
,

空
,

t) 和非完整约束的独

立方程

f , (g
,

夕
, t)= o (刀= 1 , 2 ,

⋯
, g ) (2

.

r)

来描述
.

一般说来约束方程对空不是线性的
.

这里 q 。和夕
:
三 d qa / dt 是 L a g ra n g e 坐标和广义

速度
, 才是时间

.

脚标
s一 l , 2 ,

⋯
, n , n > 9

.

在通常的动力学系统情形
,

L 是 T + U
,

其中

T (q
,

空
,

t) 是系统的动能
,

U (q
,

t) 是力函数
.

由于方程(3
.

1) 的独立性
,

即秩

r a n k (af , / a空
。

) = g (2
.

2 )

所以它们可表为如下形式

空
。+ , = 切 , (9

5 ,

空
口 , 才) (a ~ 1 , 2 ,

⋯
, : 多 。一 n 一 g ) (2

.

3 )

其中
,

空
口

为独立的广义速度
,

以下
,

我们将用规范的方法
〔‘2 “ 〔’6 “

来证明
,

应用A p p ell一C h e 七a e v 条件的 H a m ilto n

原理和不应用A p p el l一C h e七a e v条件的H a m il 切 n 原理都是稳定作用量原理
.

2
.

1

应用APPe ll一C he ta e v
条件的情 况

必要性一
一由 H a m ilt

o n 驻值原理推导运动方程

H a m il七o n 原理的泛函为
,

t l

刀
1

~ \ L (9
, ,

空, , t )d t (2
.

4 )
口

t u

其附加条件为

f , (q
, s ,

空, a , 才)一 。

或者

空, 。 + , == 卿 , (g
a ,

空, 。 , t)

将H ,变分
,

并令 d刀
,

= 0 ,

则有

(2
.

5 )

(2
.

6 )

占刀
l

~
叹“ 小了夕姜
, r。

胃
、口q ; ,

口L
。 .

、
.

o q “十 丙不 “q ’·

)“
才一 U (2

.

7 )

其附加条件变换为

务孕
。。, ,

一。 、A p p e l卜C h e、a ev 条件)

咨二丁 V , 1 5
(2

.

8 )

或者
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巧q z 。 十 刀- 于如
刀

刀
d 夕, 。

乙g 、
。

f九PP e ll一C h e ta e v 条件 ) (2
.

9 )

引入L a g r a n g e乘 子娜
,

将附加条件 (2
.

8 )纳入泛 函 (2
.

7、中
,

则有

乃17 1 (2
.

10 )一一dt
尹
�

18

,

兄词
·

D尸+丝嘛十丝aqls
·

乙词

经分部积分并假设存在边界条件

占g , 。= o ( t ~ t o

或者 t = t , ) ( 2
.

1 1)

则 ( 2
.

1 0) 式可以变换为

占H 亡卖(篆
一

告恙
+

乡
夕

黔卜
·

“

t=0
. U 。 一 一 尸 一

(2
.

1 2 )

由于引入 L a g ra n g e 乘子
,

使得如
、:

相互独立
,

故得驻值条件

aL

月q l ,

d 口L

d t 口夕, 。

+
分

。,

孕
一 。

万了 o q l ,

( 2
.

1 3 )

方程 (2
.

1 3 )即所谓真实轨道方程
,

它表示泛函H l取驻值的必要条件
.

我们亦可用代入法来处理 问题
.

经分部积分
,

并考虑到边界条件 ( 2
.

1 1)
,

可将 (2
.

7 )式变换为

澎H 「子价旦毛
-

L片 、d q , 。

口L

口夕1。

、
。 .

么 j 口L d

, 口q l 二 十 )
.

妞5二一 一一
-

一 - 石
/ 石二T \ 口 甘 1 e 4 口 口 ‘

尸 一 人

aL

口夕z 。 十声)
。。1 。

,

〕
d ‘一 0d一dt

礼2
.

飞4 )
将 (2

.

9 )式代入 ( 2
.

14 )式
,

可得

价刀 1 - 子「丝
_ 一

旦 丝
尽 L aq l d 彭 时

,
‘

、价 (卫二
-

_
卫

_ ,

卫二
_

、
,

“台
J

、d g l ,
夕 d t d夕l 。 十 声/

尸 一 人

口切尹

口夕1 。〕
6、l d ‘一 。 ‘2

,

, 5 ,

由于匆
1 的独立性

,

故由上式可得泛函 17 1的驻值条件

丝
_ 止左 夕二、子了

_

_

醉 _ 卫
_

口q 1 o

d t d q
,

’

声 \口q l 一 , d t

口L

口夕1 。 十
尹

口切尹

口寸,
、丁 ( 2

.

1 6 )

方程 r2
.

1 6 )亦为真实轨道方程
.

2
.

1
.

2 充分性
—

由运动方程推导 H a m il 七o n 原理的泛函

将方程 (2
〔

1 3 )乘 以匆
, 。 ,

相加并积分
,

可得

价了丝
_

_
_

.

_

过

封 、d g , :

d r

口L
.

共
石下一~

十 少
」

拼声
u 梦 1 5

石: 丁
尸 一 人
绘)

乙q 3· J‘一 O
( 2

.

1 7 )

经分部积 分
,

并考虑到边界条件
( 2

.

1 1)
,

(2
.

1 7 )式可 以变换为

甲 了旦右
兮 、d q l 。

口L

写

。9 1· +

条
。。1 ·

)
+

户
一

户髦誉
d ? 王

·

〕d t二 O ( 2
.

1 8 )

应用附加条件 (2
.

8 )
,

则 ( 2
.

1 8 )式 变换为

‘;{户(黔
6、1· +

歇
““1 ·

)
“公

(2
,

1 9 )
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(2
.

1的式可以处理为一个泛 函的驻值问题
,

,

tl

汀 1 ~ \ L (口
, ,

空1 , 才)d t
(2

.

4 )
‘

t o

其附加条件为 (2
.

引式
。

类似如
_

!: 的做法
,

将 (2
.

1 6 )式乘以匆
1 。 ,

相加并积分
,

可得

叹
‘’

访「旦二
, t。

台
L d q , 。

, 二 二

李
‘ 。:

_

J 二、 、a , ,
一

! , _ _ 1 ‘

_
n

舔
’

台 、爪汀二币一丽
一

。如
, ;

, ,画歼」
。、 1 。 “ !

一
划 (2

.

2 0 )
d一dt

经分部积分
,

并考虑到边界条件 (2
.

1 : )
,

则
·

(2
.

2 0) 式可以变换为

[户(黔
一

肖。1

+

感裁

,

+

黔
“皇

·

)
+

户洽
,

户豁
。1

昌
,

慈瓷
。9 1 。

〕
、才一。

(2
.

2 1 )

应用附加条件 (2
.

9)
,

则 ‘2
.

2 1 、式变换为

、
.

共 l 口L
〔, “’

〔r

)一六气标不石
‘, q ’

·

尸 一 ~

口L
卜 e ~

l
~ 二气厂一 -

一O q l 。 + 声

do l 。 + ,

)〕
d ‘一 0 ‘2

·

2 2 ,,一乃
恤。一山

心
.,q

r口
,一q.一�d/..、

·

艺间
一lse且L

1是n

二‘子‘

r‘,l,r

( 2
.

2 2 )式可以处理为一个泛函的驻值问题
,

才x

万 . 二\ L fg , ,

全1 , r、d r ( 2
.

4、
‘

t 。

其附加条件为 ( 2
.

9 )式
.

2
.

2 不应用A PPe ll一C he t a e v条件的情况

2
.

2
.

J 必要性
-

一由H a m i l七on 驻值原理推导运动方程

H a m il 切 n 原理的泛函为

I7
2

L ( q Z ,

夕
: , 才、、It 2

.

2 3

其附加条件为

f , (9 2 ,

寸
2 , 矛! ~ 0 ( 2

.

? 4 )

将刀
:
变分

,

并令舀H
Z

~ 。,

则有

帷嗽
巧9 2 ·

十

恙乙。2 ·

)
d ‘一 。

( 2
.

2 5 )

其附加条件变换为

、f , ~ 访 (翌:

介份、d q Z 。

j、
2 ·

+

缸
乃。

2 ·

)
一。

2 6 )

引入 L a g r a n g e 乘子为
,

将附加条件 ( 2
,

2 6 、纳入泛函 (2
.

25 飞中
,

则有

凡万 幼( p五

允丫\d q :

‘\。2 ·

+ +

歇
一

““
2 ·

)
+

兽
一

户(豁灸
(
, 。

: ·
十

票
肖。

2 ·

)〕
“! -
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经分部积分
,

占q Z 。=

并假设存在边界条件

o (t= 才。或者t一 t资) (2
.

2 8 )

则 (2 2 7 )式以可变换为

幼「丝
州 l

一

d q Z 。

d

d t 淤
十

卖可;介
一

洪
一

染)
一

办恶协
“‘一

尸 一 ~ 护 一 ~

吸厂.、、尸

�一厅

( 2
.

2 的
由于引入 L a g ra n g e 乘子

,

使得
、

为
2 ,

相互独立
,

故由
1

2
.

2的 式
一

可得泛函的驻值条件

口L

口q Z 。

d 口L
.

咨 l 口沂
。

d
一‘

一

万又厂- ’

十 乞
J

拼八 石艺 几 一 一石
-

(名‘ “望2 夕 石二万 、甘甘 2 5 以 ‘

尸 一
~

q Z s

)
一

乡概知
I. 一 ‘

( 2
.

3 0互孙

方程 ( 2
.

30 、即所谓测地轨道方程
,

它表示泛函刀
2

取驻值的必要条件
.

2
.

2
.

2 充分性
-

-

一由运动方程推导 H a m il to n 原理的泛函

将 ( 2
.

3 0 、式乘以匆
2 : ,

相加并积分
,

一

可得

价「口咨
{叶 Ld q Z , 绘

一 。

黔乡
,

漂
一

流黔
一

郭黯协
“才一

尸 一 ~ 厂

Jl.ll

二斌声涟

了几恤.、、.

( 2
.

3 ] )
经分部积分

,

并考虑到边界条件 ( 2
.

2 8、,

可得

f, 了些
岁 、d q : ,

口L : 。
2 ·

+ 。

簇
。。

2 ·

)
+

卖
。声

户(默任
‘
、。

2 · +

默号
。。

2 ·

)〕
、,

P 一 ‘ 仁 一 今

~ O ( 2
.

3 2 )

应用附加条件 ( 2
.

26 则 ( 2
.

污2 、式变换为

幼 (
二

口二
允丫\口q Z ,

肖q Z 。

+
口L

。 .

、

万三 一 ‘) q Z :
ld t = 〔)

口 甘2 5 /
(2

.

3 3 )

可以将 ( 2
‘

, 川式处理为一个泛函 的驻值问题

L ( 9 2 ,

夕
。, 公 ‘I t 2 2 3 )

其附加条件为 竺
.

2 4 }
式

.

三
、

几 点 说 明

3
.

1 关于条件 ( 1
.

3 )和 ( 1
.

犷

我们在文仁1 8 ]中 曾经导 出关系式

口f , d 口f ,

ag 。
d t 口夕

。

可见
,

在 ( 3
.

1) 成立的情况下
,

条件 ( 1
.

3 ) 必成立
.

因此
,

( 3
.

1) 式与条件 ( 1
.

了3

3、是吻合的
.

若将约束方程 ( 2
.

1) 变换为约束方程 ( 2
.

引
,

则 ( 3
.

1、变换为

吃S ~ J ~ 1 , 2 ,

⋯
, ￡ ( 3

.

Z a )

鲤 理
_

_
口q

,

一

旦望色一兰
,

口刃,

口q
。

d t 口女

丽 1迎
,

‘

d q
。
夕

。 恤 ~ 。+ 刀~ 。+ 1 , 。+ 2 ,

⋯
,

川 只
、

Z b 、

考虑到在条件 (l
.

4 )中
〔’。’
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A 少 , =
.

丝 鲤些 _ 鲤色

d t 口q
。 d q

a
一 E

口切夕 口切声

口q
。 、 ,

口夕
(3

.

3 )

因此
,

在 (3
.

2 )成立的情况下
,

条件(1
.

4 )必成立
.

可见
,

(3
.

2 )式与条件 (1
.

4 )是吻合的
.

指这里出
,

(3
.

1) 和 (3
.

2 )的成 立 是 应 用 A p p el 卜C h毗ae v 条件的结果
.

因此
,

对于

A p P e ll一C h e t a e v 型的非完整约束
,

在推导动力学方程时
,

(3
.

1 )和 (3
.

2 )成立
,

条件 (1
.

3 )

和 (1
.

4 )也成立
.

3
.

2 关于泛函 (1
.

1)和 (1
.

2)

多年来
,

有一个问题使学术界困惑
,

对于泛 函

朴
: +

补户绘
一

。。
,

朴一
‘ O 尸 一 一 。 一

-

(3
.

4 )

能否将变分号提到积 分号之外
.

其实
,

这个问题并不难解决
.

研究表明
,

对非完整约束方程

介应用 A p p el l一C h et a e v 条件
,

能使之变为可积
.

假设使介变换为 (按照传统的做法
,

虽

然此 时介已由不可积变为可积
,

但仍用介来表示 )

d 。 *

J声=
- -

j玉 厂 声~ 声
’

夕
以 ‘

(3
.

5 )

则 (3
.

4 )变换为

户 「
_

_

止
。

么 口户
* 。

:

l : 占L 一丫 凡, y {匕牙了书 q
,

}d t~ o

J
; L一 乏兮

‘ 一

p

分 d q
二 一 ’ ‘ _

j一
’

了 t o 一 声· l 夕一 l

考虑到

3
.

6 )

, , 一

亡叨
, 夕

。

十
.

”

争
厂i L, 甘

s 。‘
(3

.

7 )

可得

旦互 _ 丝
理

a空
, a q s

将 (3
.

8 )代入 (3
.

6 )
,

则有

f3
.

8 )

!
““+

鑫
“夕

户会
。Q

·

]
“矛一乃

{
: +

办
声尸尹

俩
一 0

一 声= 去 一

(3
.

9 )

因此
,

对于非完整系统
,

和完整系统一样
,

也可 以写 出
,

才i
,

tl

护

to

上式表明
,

,

才1

占L d ‘一占{
, 。 L d ‘

泛函 (1
.

1 )和 (1

(3
.

10 )

.

2 、都定义了变分学中的求定积分形式的泛 函

(s.ll)
L d 才

护

t o

的驻值的问题
.

如土所述
,

通过应用 A p p e n
一

C h e 七a e v 条件
,

使约束方程变为可积
,

那么
,

这是否意

味着非完整约束将变为完整约束呢 2 答案是否定的
、



非完整系统 H a m ilto n 原理的驻值特性

应用 A p p el 上C h e七a e v 条件
,

可以导 出封闭的微分方程组
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广义约束力
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夕
, t ) = o ( 3

.

1 Z b )

J

!
才、!l

,

、

不应用A p p el l
,

一C玉le La e v条件
,

可 以导 出封闭的微 分方程 组

歇沙一 屯

{
口q

“

“’

a L
~

二 二一 十
口 q

s 乡
,

(会
一

告
一

翻
一

郭
一

爵一
尸 一 ,

尸
一

( 3
.

x 3 a )

、
.
一一—

一~ ,

一一
-

一
尸

广义约束力

j, (g ,

空
,

比较 ( 3
.

2 2 ) 和 (3
.

1 3

才) ~ () ( 3
.

1 3 b 、

它们都具有不可积分的微分约束
,

即约 束 方 程 ( 3
.

1 2 b) 和 ( 3
.

1出飞是、竹

指因
洲

相同的非完整约束方程
.

但是
,

在动力学方程中
,

它们具有不同的广义约束力
.

文献

出
,

止匕
,

3
.

: Z a) 中的广义约束力是理想约束力
,

而 ( 3
.

1 3a) 中的广义约束力是非理想约束力
.

通过应用 A p p el l一 C h et ae v 条件
,

只能使非理想约束变为理想约束
,

而不能使非完整

约束变为完整约束
.
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