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摘 要

本文在较宽的条件下
,

对含多个奇点的L i6 n 盯 d型系统

汾 = h(g )一F (二 )
,

夕~ 一 g (二)

解的振动性进行了研究
,

给出了解振动的充要条件
,

推广和改进了文【1、4〕的结果
.

关健词 L i‘n ar d 型系统 振荡解 充要条件

一
、

引 言

关于 L i“n a r 比系统

沦= 刀一F (不)
,

乡~ 一夕〔x ) (1
.

1)

解的振动问题
,

J
.

R
.

G r
ae f在文犷1〕及G

.

V il la r i在文「2 ] 中得列了在一定条件下
,

系统

(1
.

1、的解振动的充要条件
.

对一般的L i己n ar d型 系统

分= h(刀)一 F (x ) ,

夕= 一 g (二) (1
.

2 )

韩茂安在文仁3〕中给出了系统 (1
.

2 )有唯一奇点时
,

解振动的充分条件
.

然而
,

许 名实际系统

往往具有 多个奇点
,

因此
,

近年来对名奇点系统的定性研究已引起 了国内外学者 的 极 大 兴

趣
赶4 ’。〕.

作者在文〔4 」中曾对含多个奇点的 L io n a r d 型 系统 (l
.

2 、的解之振动性进行了研究
,

给出了其解振动的充要条件
.

本文均设F (劝
,

州川
,

h (x) 连续且保证系统 (1
.

2 )的解之存在唯一性
,

并且

h( 士co ) ~ 士。
,
人

/ 夕)》。 (等号仅在
一

可列个点 }: 成立 ) ( 1
.

3)

lim o u p F (
x )> 一 co

,
lim in fF (x )< + Ob

「

(1
.

4 )
劣一 + 。C 义~ ~ 0 0

再设 。A )
:

系统 ( }
.

: , 只有均在有界区域D ; 二 D
Z

~ { (x
,

川 {}川 <
a ,

}川 < + co }内的奇点
,

月
.

构成指标十 1的不稳定奇点系或奇点一环系
〔’ ,

g( x) “ 〕的最大很 尸
2

) )
,

最小很尺
1
( o ,

O (o
, 0 )〔D , .

记 ‘ (x )一l》
(·)、·

,

尸
卜

‘X )一 m a x 、0
,

F (、) }
,

F
一

‘x 、一 m a x ‘0
,
一 F ‘/ ) }

带
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r
+

‘x )一(:
(1 + F

·

(
·) ,

一 ‘。‘
·

, d一 厂

显然F
+

(x) > o ,

尸
一

(x) > o ,

且还有 R l> 一 a ,

_

(二)一l
R

:

<
a .

(x + F
_

(s ))
一 ’g (s )d

s

二
、

引理及证明

引理 1 如果假设(1
.

3 )及 (A )成立
,

且系统 (1
.

2 )从D l
外出发的解振动

,

则有 }川 ) a
时

,

x g (义 )> 0
.

证明 首先由假设(1
.

3 )及 (A )知
,

州x) 在 }xj 》 a
时无零点

.

现用反证 法证 明 x州x) > 0

在 !川 >
a
时成立

.

若 不然
,

则有

(i) 二》 a
时 a (x )< o和 (11) x ( 一 a

时g (x )> 0
.

先证 (i) 不成立
.

若 (i) 成立
,

取坑> 0使得 h (夕
。

)一F (a) > 0
,

且 (
a , , 。

)〔D l .

考察系统

(1
.

2 )从 (
a ,

, 。

)出发的轨线
.

由于 x 李 a
时

,

夕> o即有川 t) ) , 。 ,

故此轨线不可能不与直线 x

一时目交而先与 二 轴相交
.

现再证此轨线不可能与 x = a 相交从而也不会与 刀轴相交
.

由于从

(a , 刀。

)出发的系统 (1
.

2 )的轨线有 , (t)》 刀。,

从而由 (2
.

3 )知
, 分= h(, )一F (

a
)> o ,

因此轨

线不可能从右向左穿过直 线 二二 a ,

从而也不 与g 轴相交
.

综上所述
,

系统 (1
.

2 )从 (
a , 夕。

)出

发的解不振动
,

与引理 l 的假设矛盾
,

因此 (i) 不成立
,

同 理 可 证 (ii )不成立
.

故引理 1 证

毕
.

引理 2 如假设 门
.

3 )及 (A )成立
,

且系统 (1
.

2 )从Dl 外出发的解振 动
,

则

和

成立
.

证明

法
.

设 (2
.

1 im
% 一十

。0

1im
义

润 ~ 今

一
C心

s u p 「r
一

碑)十F (x )」一 + co

in f〔厂
十

(x )一F (x ) ] = + co

(2
.

1)

(2
.

2 )

由引理 2 的假设和 引理 1 知
,

{川 乒。
时有x 州x) > 0

.

l) 不成立
,

则存在H
,

使得当x 》 a
时

,

}F (x) }< H
,

现证 (2
.

1) 必成立
.

用 反 证

s u p r
_

(刘 < H
.

%李 a

由于 (l + F
_

(火))
一 ‘

> 仁z + H )
一 ‘ ,

因此

+ 刃
(1 + H )

一 ‘g (s )d
s
《\ (l + F

一

(
:
))

一 ‘g ‘s )d s < H

故‘(二)一
{:
。、·)d ·有界

.

因此
,

存在M > ‘
,

使得 X〔仁“
,
十一 ,时

,

尸 、X , < M和‘ 、X )< M
.

由

于h( + co )~ 十oo
,

故存在 y
,

使得y 》 y 时
,

h (川 > ZM
,

又G (川有界
,

故存在、 。
》 a ,

使得

g 弋“)d 忿< z

令 , 。

~ y + M
,

现证系统 (1
.

2 )从 (
x 。 , 夕。

少出发的轨线当t) o时均有 , 》 y
.

若不然
,

设T > o为

首次使g 咬t )达到 Y者
,

当t〔〔o
,

T )时叭 t)> y
,

, (T ) = Y
,

此时 h (夕) 一 F 又x )》M
,

由 (1
.

2 )

知
, x (T )> x (o )且

夕(T )一夕(o ) ~

x (T ) 一 g (火 )
, (o ) h (夕)一F (“李

(T )d心一弄、
‘ 、’

, 。 ‘、 (0 )

。(
: )d 。> 一弄

4狱
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又夕(T )一 , (0) = Y 一 (Y + M )‘ 一M
,

故M
Z< 1与M > 1矛盾

.

故从 (二
。 , , 。)出发的系统 (1

.

2 )

的轨线均有 州t) > Y
,

广> 0. 从而 分> M
,

x( 约> 双 t ,
)e x P{ M仕一才

,
片

,

与 (1
.

2 )的解振动矛

盾
.

因此 (2
.

1) 成立
,

同理可证(2
.

2 )也成立
.

引理 2 证毕
. -

引理 3 若 ! x l>
a
时

, x g (x )> 0且 (1
.

3 )
、

(1
.

4 )和 (2
.

1 )成立
,

则 系统 (1
.

2 )从 (x
。 , g 。

)

〔王(
x , 夕)lh (, )一F (x )> o , 二)

a }出发的轨线与曲线h (, ), F (x )在 x > x 。

部分 (记为
e +

= { (二
,

, ) !入(, )= F (x )且x > 义。})相交 ,

若 !二 }>
a
时

, % g (x )> o 且(1
.

3 )
、

(1
.

4 )和 (2
.

2 )成立
,

则 系 统 (1
.

2 )从 (x
。, g 。

)〔{(x
-

功 {h (功 一F 恤)< o , 义《一
。}出发的轨线与曲线 h(功 = F (x) 在 x < x0 部分 (记为‘ , {(x,

夕) !h (, )= F (x )且二 < x 。})相交
.

证明 先证引理 3 的第一部分
.

条件(2
.

1) 可分为两种情况考虑
.

1 ) 如 lim S u p F (x )~ + ,
.

考虑系统 (1
.

2 )从扭
。, , 。

)〔{ (x
, 夕) }h勿 )一F (x )> o , 二

%叶十 加

》a} 出发的轨线
.

d 夕

d x

由于x >
。 ,

h(, )一F (x )> 0时
,

系统 (1
.

2 )的轨线的斜率

一 g (劣)
h(, )一F (x )

< O

而 当x >
a
时

,

交
.

F (劝无界且 (1
.

3 )成立
,

因此
,

系统 (1
.

2 )从 (%
。 ,

y0 )出发的轨线必与曲线c+ 相

2 ) 如 lim 厂
_

(戈)= + co (2
.

3 )
戈 , + co

反证法
.

如果从(二
。, , 。

)出发的系统 (1
.

2 )之正半轨线不与
。千

相交
,

与文 [ 1 1] 类似可证
,

当t” T
一

(o( T 《 + co )时
, x (t)” + OO

,

又此时F (x 。))< h (梦(t))即 云> o ,

从而 乡< o ,

即有

h (y (t))成 h〔, 。

)
,

因此 t> o时
,

有

F (二 (才))< h (夕(t ))( h(, 。

)
, 亡> O (2

.

4 )

故 分(才)~ h (夕(t))一 F (
x
(才))《h (夕

。
) 一 F

。
一

(% (才)) + F
一

(x (才))

( h (万
。

) + F
一

(x (才))簇k〔1 + F
一

(
x (才))〕

这里 k= m a x { 1 ,
h佃

o

) }
,

从而

一 g (% ) 一 一 g (x )
玉 丁

一

—
,

一
~
万石一了- 又一 乏卜 面 二 二一 一 t 于 厂

~

下
九L夕 )一 厂 tx ) 一纪L l十厂

一

LX ) ]一一
刀一Xd一d

从% = x 。

到 x = x 闭 积分得

, 、)一 , 。

、一

韶 (1 + F
_

(
s ))

一 ‘g (
s )d s (2

甲

5 )

由于 t令T
一

时到 t) 、 + co
,

故由 (2
.

3 )与 (2
.

5 )知
,

此时夕” 一 ‘
,

注意至11(1
.

3 )与 (2
.

4 )式
,

得至
11此时

lim s u p F (x )成 一 co
x 一十 沙

、

与假设 (1
.

4 )矛盾
.

故当(2
.

3 )式成立时
,

引理 3 的第一部分也成立
.

综上所述
,

引理 3 的第

一部分成立
.

类似可证 引理 3 的第二部分
.

故引理 3 证毕
.

引理4 如 lx l>
a
时

, x 夕(二 )> 0且(1
.

3 )
、

(1
.

4 、、 (2
.

1 )和 (A )成立
,

则系统 (1
.

2 )从 (x
。 ,

从、创 (x
,

功 !h (功 一F (x ) = 0 , x >
a }出发的轨线必与刀轴交于D

〕

的下方 ;

如 lx !>
a

一

时
, x g (x )> o ,

且 (2
.

3 )
、

(1
.

4 )
、

(2
.

2 )和 (A )成立
,

则 系统 (1
,

2 )从(x
。,
夕。)

曰 (x
,

功 }h(功 一 F (、)”。
, 二
《 一。}出发的轨线必与夕轴交于及的上方

,
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证明 只证第一部分
,

第二部分类似可证
.

由于从(x
。 , y 。

)出发的系统 (1
.

2 )的轨线之斜率是有界的且分< o ,

夕< 0( 二> R
Z

时)
,

从而

它不能 以 x = l( l》R
Z

)为垂直渐近线
,

因此它必与直线 二= R
Z

交于 尸1
(R

: , , ,
)

.

由于 R ;
《义

( R
Z

时
,

F (x )和 g (二)均有界
,

由设 (2
.

3 )知
,

存在 9 2

< 夕1 , 夕:
< 0 ,

使 得 当 1夕}> 1夕。}
, x 〔

〔Ri
,

R
:

〕时
,

系统 (1
.

2 )轨线的斜率 ld x/ d川 < N
.

过尸
2
(R

: ,

协)作斜率为万的直线交
x ” Rl

于 尸
3
‘R , ,

统 )
,

因为 , < 0 ,

因此 (l
.

2 )的轨线与直线段户夏了孙目交时从右向左穿过它
.

又由于

(A )成立
,

故从P
,

(R
Z , , 1

)出发的系统 (1
.

2 )的正半轨线必与刀轴交于刀
1的下方

.

综
_

!: 所述
,

引理 4 的第一部分成立
.

故引理 4 成立
.

引理S 若 jx {>
a
时

, x g (x )> o且
.

(2
.

3 )
、

(1
.

4 )
、

(2
.

1)和 (A. )成立
,

则从夕轴上 D :
_

上方

出发的系统 (1
.

2 )的正半轨线必与直线x 一尺
2

交于刀
1的下方

,

从而再与夕轴交于刀
, 的下方 ;

若 !川 >
“
时

, x 创劝 > o且
.

(1
.

3 )
、

(1
.

4 )
、

(2
.

2 )和 (A )成立
,

则从 , 轴上 瓦 下 方出发的

系统 (1
.

2 )的正半轨线必与直线x 一 R l交于D l的上方
,

从而再与 , 轴交于D l的上方
.

证明 先证第一部分
.

由引理 4 证明的后半部分及 (A )知
,

从 g 轴上 D l 上方出发的系统 (1
.

2 )的轨线或 者 与 直

线x 一时目交于曲线 h 扩功 一尸 厂x) ~ o的 上方
,

此时由引理 3 和 引理 4 知引理 5 成立
;
或者此轨

潞 在带域{ (x
,

川 】R
:

( x (
a ,

}川 < 十 oo }内与曲线 h (功 一F (劝 = 0 相交然后与 x 一 R
:

交 于

刀: 的下方
,

最后再与习轴交于 D ,的下方
.

第一部分成立
,

第二部分类似可证
.

引理 5 证毕
.

三
、

结 论

定理 若设 (1
.

3 )
、

(1
.

4 )及 (A )成立
,

则系统 (1
.

2 )从 尸
。

在刀,
出发的解振动的充要条件

是 !x l>
a
时

, x g (x )> 0和 (2
.

1 )与 (2
.

2 )成立
.

证明 必要性由引理 1 和引理 2 得到
.

充分性由引理 3、 5即得
.

证毕
.

推论 若 设(1
.

4 )成立
,

且L i己n a r d 系统 (1
.

1、只有均在有界区域 刀
3

c= D
Z

内的奇点
,

并

构成指标 + 1的不稳定奇点系或奇点一环系
,

则系统 (l
.

1)从尸
。

〔D
3

出发的解振动的 充 要 条

件是 }川 ) a
时

, x g (x) > o和 (2
.

1 )与 (2
.

2 )成立
.

文仁1、 4 〕研究系统 (1
.

1 )或 (1
.

2 )的解之振动性时
,

均要求 }川奋 k 时 x 或劝 > 0 和 x F (x)

> 。,

即要求义) k > 0时F (x) 有下界和义( 一 k时F (x) 有上界并且戈g (x) > o (】xj ) k 时) 是系

统 的解振 动的充分条件之一
本文不仅在较宽 的条件下

,

即不要求F (x) (x 》 1时)有下界和 + F (x )(一 x 》 l 时)有上界

的假设下
,

给 出了含多个奇点的 L io n ar d 型系统 (1
.

2 )的解振动的充要条件
,

而且还证明了

x g 汉)> 0( !川 》k时)也是解振动的必要条件
.

从而
,

推广和改进了文〔1、 4] 的结果
.
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