
应用数学和力学
�

第�色卷 第�� 期 ���� �年�� 月�

� �� ��� � � � �� � � � � �� �  ! � � � � ��� � �� �
应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

无力磁场
、

和 �� ��� �� 流

绑庆增
�

�钱伟长推荐
,

��� �年 �月 �� 日收到
,

� �� �年�月 �� 日收到修改稿�

摘 要

场矢量处处平行其旋度的管式矢量场具有复杂的拓扑结构
�

而且通常表现出混沌行 为
�

本文

提供了具有常数比例因子的这类矢量场在三种基本坐标系内的解析解
,

并指出完全导 电流体内的

一个� � ��
� � � �流能维持一个定常无力磁场

,

如果磁场矢量处处平行速度
�

关扭词 解析解 最大螺旋度 混沌磁力线

引 论

� � 。七和 � � � �� 七� � 〔‘
�

曾指出
,

� � � ���� � �

这里� 为磁场强度
, �
是标量因子

�

宇宙磁场可能常满足条件

��
�

��

在这个条件下电流处处平行磁场
,

而且洛仑兹力

� 一 三
�

�� �� �
� �

�汀

消失
�

考虑到磁场无散度

� �� � 一 �

我们得到

�
·

� � � � � � �

这可以 从对方程 ��
�

�� 取散度推出
�

因此
,

磁力线总是位于 � 等于常数的曲面上 �

区域 �

� 二 � � � �七� � 七

则单根磁力线可以填满� 的某一子空间
,

也就是说
,

可能会出现混沌磁力线
�

� �� 七���
〔� ’
证明了在完全导 电流体内磁螺旋度

��
�

� �

��
�

� �

除非在某

��
�

��

‘ 。一
�
� �

·

“” �’� “犷 ��
�

��

是不变的
,

只要在包围体积犷的表面� 上牡
·

� � �� � � �, 这里� 是矢势
,

”是�的单位外法线

矢量
�

这个量表示磁力线的连结度或打结性
〔。� �

理想不可压缩流体的运动由欧拉方程描述
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,
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�
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这里
,
�� ��� � “���

,

连续性方程为

��� � � � ��
�

� �

� � � �� �
�‘“注意到

,

由于定常欧拉流满足

林
·

� � � � �一。

流线总是位于 �等于常数的曲面
�

�二� 仅当某区域 � 内速度矢量处处平行涡旋矢量的情况下
,

且口

� � � �� � 几林 ��
�

��

才允许流线避开这个 限制
�

这就是 � � �七� � � �流
,

它与无力磁场问题在数学上 是 相 似 的
�

� �� 衍 � � �流的流线在义为常数的区域内可以变为混沌的
,

相应的现象称作
“

� � � � � � � � 湍

流
” 〔“� �

� � �� � ��‘“’曾证明流螺旋度

穿
, � 、

�
·

� � � �� 、犷 ��
�

��

对一正压理想流动是不变的
,

如果在包围体积犷且跟随流体运动的曲面 �上牡
·

� � �� � � �� 这

个结果可以解释为涡线的连结度或打结性的守恒
�

从方程 ��
�

�� 可推出 � �� 七�� � �流具有最

大螺旋度
,

这隐含着存在复杂的拓扑结构
�

注意到以下事实也许是重要的
�
一个 � �� 衍 � � �流在完全导电流体内能诱导一个定常无

力磁场
,

因为我们有

��
� �

� � � � ��� � � �二 � ��
�

���

只要� 处处平行 � ,

而且一个无力磁场不会影响流动
�

根据� �� 七��� 定理
〔“’,

常因子 � 无力

场代表一个封闭系统可以达到的最低磁能状态
�

这就一般地证明了常数因子 � 无力场的稳定

性
�

常数因子 � 无力磁场的轴对称解首先是由� � � � � � � �  � � ��
〔“〕
给出的

�

我们将在下面给

出在三个基本坐标系内的更一般的解析解
�

在本文其余部分
,

我们将考虑� 等于常数的情形
�

二
、

球极坐标系内的解

一个无力磁场可表示成二部分之和

月 � � � �

这里 � 和 � 满足如下方程
� �� � �� � “�

� �� � �� � “�

显然�
,

� 和 � 是管式矢量场
,

而且� 满足方程 ��
�

��
�

如果我们令

� � � � � � � � �

这里�是一标量函数
,

从方程 ��
�

��我们有
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无力磁场和 � � ��� � � � 流

按照 � �� � “� � � ‘
’〕,

� 叫做环向矢量场
,

� 叫做极向矢量场
�

出
,

无力场可以进行这样的分解
�

由于方程 ��
�

��左边可 以表示为

���

� � � � � � � � � � � � � ‘“’首先提

��
�

�� 一二�� �� �� �
� �� �
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这里△是拉普拉斯算子
,

从方程 (2
.
3)和 (2

.
4)我们有

g rad (八f + a
Z
f ) 又

r 一。 (2
.
6 )

这要求

么f +
a Z
f 二g (

r
) (2

.
7)

这里非齐次项g是
r的任意标量函数

.
我们可以找到方程 (2

.
7)的特解f

。 ,

它也仅依赖于
:. 方

程 (2
.
7)的一般解可表示为二部分之和

f = 叻(
r ,

0

, 切) + f
。

(

r

) (
2
.
8
)

这里劝是H elm holt z方程

A劝+ 尹劝~ 0 (2
.9)

的一般解
,

f0 是方程 (2
.
7)的特解

.
由于g ra df

。x r 二o
,

从方程 (2
.4) 可知

,

f

。
设有物理后

果
.
我们可以不失一般性地令

f
。

一O (2
.
10 )

方程 (2
.
0) 的分离变量解很容易求得

,

可表示成如下形式

势= R ‘
(
a r

) Y
: , 。

(
0

, 中)
一

(
2
.
1 1
)

这里凡是l阶一般球函数
,

它是 l阶球贝塞尔函数 ]’t (第一类)和夕
‘
(第二 类)的任意线性组合

R :(a
r
) = A j

:
(
a r
) + B 刀

乙
(
a r

) (
2
.
1 2

)

y
‘。
是球谐函数

y !仍‘“
, , , 一C p : ‘Cos“)

{

C O S优甲

s lll m 切
}

这里尸犷是连带勒让得函数
,

(

r ,
e

,

叻是球极坐标
.

极 向场
.
无力磁场在球极坐标系中的分量可表示为

(2
.
过3 )

由(2
.
11 )给出的 劝我们可计算环向场和

、........、了....1..,7

H 一‘(‘+ , )爵
R“a;)Y Z。‘“,

, ,

“
‘一R !(二)

赫焉
一
Y

Z哪
(“

, 。) + 卖条
〔·R “二)〕晶

Y!。 (“,
, ,

H

一
R!(U·)晶Y

乙一
(“

, , ) +

弃晶
〔·R !

(
〔之·

) :

命
一

晶
一
Y

!仇
(“

, , ,

( 2
.
r4 )

l = 1,
2

,

⋯; m = 0
,

1
,

⋯
,

。:
= O 的情形相应于轴对称场

,

这是C h an d raoek h ar
〔“’
给出的

.

。
}乍

一

lJ 断面
_
仁的条件是

11
,

=
0 ,

H
。和H

,

连续
t。飞

磁力线由以
一

下方程决定

d r rd 口 r滋n od 切~

万丁= 7兀 - 一万石一

(2.15)

(2
.16)
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对。= 。的情形
,

我们得到首次积分
rR ‘

(
a r

)
s i n 0 P 牙(eoso)~ eon s七a n t (2

.
17)

三
、

柱坐标系内的解

考虑柱坐标系(
r ,

0
,

劝内的无力磁场
.
如果我们令

T = g rad f x 花 (3
.
1)

这里介是
: 轴方向的单位矢量

,

从方程(2
.
2)我们有

, = 粤
。u r

l (g
r a

d , 只 几)
‘篇

(
3

.

2
)

同时方程(2
.
3)要求

g rad (A f +
a么

f )
x 充~ o

从这个条件我们得到

△f +
a丫= 夕(劝

这里g是
:的任意函数

.
方程(3

.
4)的解可表示为二部分之和

f = 势(
r,

8
, :

) + f
。
(
二
)

这里势是H el m h ol tz 方程的一般解
,

f0 是方程 (3
.
4)的特解

.
由于g ra d f

。
x 花= O

,

程(3
.
1) 可知f

。
无物理后果

.
H el m h ol tz 方程在柱坐标系内的分离变量解为

劝二R (斌歹二砰
~r
)日(吞0 )Z (

::
)

这里

(5
.
3)

(3
.4)

(3
.5)

显然从方

(3
.
6 )

f R (斌
a “一S么 r

) 一A
‘
J

,
( 斌a

“一SZ r )+ A
“
Y

,
( “&

2
一S“ r )

1 粤)竺
一

竺旦全竺丫份竺
吞一0, ‘, 2 , ‘

..

J

.

和Y
。
分别是第一和第二类贝塞尔函数, A

: ,
A

Z ,

B
, ,

B
: ,

Cl

,
C

:

是任意常数
.

和P 可按方程 (3
.
1) 和(3

.
2)计算

.
柱坐标系内无力磁场的各分量由下式给出

(3
.
7)

(3
.8)

(3
.
9)

矢量场T

“一告
“”

,
‘+
含
*,
。: 产

11
。二 一R

,
。z + 二R 。

,

z

,

竺二扩朋z

(3一。)

这里

R一
,

r

d一d

H
:
~

R ,
=

。
,

d e

.乡 二二
~
- , 二万卜

d 口

。
,

d Z

乙
‘ 二二二

-

甲
了~-

以之
(
3
.
1 2
)

磁力线由以下方程决定

d r 犷d o d
之

H
,

一 H
。 一 H

: (3
.
12 )

对于k一 。的情形 (即无力场不依赖于0)
,

r
R

,

Z =
e o n s 七a n 七

对于
:二 0的情形 (即无力场不依赖于z)

很容易找到这些方程的一个积分
,

我们有

(3
.
13)

可得另一积分
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R 日= e o n s七a n 七

在这两种情形下
,

磁力线总是位于二维曲面上
.

935

( 3
.14 )

但这些情形 的迭加会产生混沌磁力线
.

四
、

直角坐标系内的解

考虑直角坐标系(x
, , ,

习 内的无力场
.
方程式(3

.
1) ~ (3

.
3)依然成立 (显然

,

我们也

可以选择其它单位矢量取代 介)
.
方程(3

,

3

) 要求

八f + 护f ~ 以目 (4
.
1)

这里g是
z的任意函数

.
方程(4

.
1) 的解可表示为二部分之和

f = 叻(x
,

y
, 二

) + f

。

(

二
)

.

(
4
.
2
)

这里劝是H el m h ol 垅方程在直角坐标系内的一般解
,

f

。
是方程(4

.
1) 的特解

.
由于 g ra d f

X

几= o
,

f

。

无物理后果
.
H el m h ol tz 方程在直角坐标系内的分离变量解可表为

势~ X (
sx )Y (t, ) Z ( 斌 a

Z一52一 才2 二 ) (
4
.
3
)

这里

X = A ;e o s sx + A
Zsin sx

Y = B :e o st, + B : s i n t ,

Z ~ C
Ic o s 斌 石厄二万万二万「

二
+ C

Z
si
n 澎万‘刃( 平

~
二

{

(
4
.
4
)

矢量场T 和 P 可按方程 (3
.
1) 和 (3

.
2 )计算

.
无力磁场在直角坐标系内的分量由下式给出

H
:
一x y 产

Z +

告
X ,

Y “
,

H

,

一
x ,

y Z +

含
Xy‘Z ,

H

二

一亡丝
-
x yz

(4
.5)

、、...lee
.
尹......
/

这里

dX
, 二 ,

d y
。

,

d Z

人
‘

~

一一; 一一 .
1

‘

~

一一二-一 ,
乙

‘

=

一万 一

a X
’

a 刀 a z
(4
.
6 )

磁力线由以下方程决定

丝一兰纽 ~ 碑月

H
二

H

,
H

: (
4

.
7

)

对于
s~ O的情形 (即无力场不依赖于x)

,

可得到这些方程的一个积 分

H
二

~ Y

,
Z =

e o n s 七a n t

所以系统是可积的
.
对于t= 0的情形 (即无力场不依赖于川

,

我们得到

H
, 二 一X

产
Z 二e o n s七a n t

对于矿一护+ 尸的情形 (即无力场不依赖于习
,

我们有

H
:
~ aX Y ~ eon s七a n t

在这些可积情形中
,

磁力线是规则的
,

但这些情形的迭加会产生混沌磁力线
.

(4
.
8)

(4
.
9)

(4
.
20)
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