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摘 要

证明了周期边界条件下弱阻尼 K d V 方程存在近似惯性流形
.

该流形使吸引子被确切定义的

有限维光滑流形逼近
.

并由此概念引出新的数值方法很好地用于研究动力系统长期行为
。

关锐词 近似惯性流形 弱阻尼K d V 方程 动力系统 吸引子

一
、

引 言

K o r 七e w e g 一d e V r i e。(K d V )方程
。: + u u

二

+ 。: : :
= o (1

.

1 )

最初起源于水槽中小振幅长水波传播的模型
.

自从K o r te w e g 及d e V ri es 的工作以来
,

已

证得该方程在大量 的非线性及色散起重要作用的物理领域有较大影响
.

多数情况下不能忽略

能最耗散及外部刺激
.

因此我们引出如下形式的方程
“. + 。 : : :

一刀。
: :

+ y“ + 。。:

= f (1
.

2 )

其中f表示外部刺激
, 一专。: :

+ 四 是阻尼项
.

方程(1
.

2 )含有较强的耗散性
.

研究该方程的兴

趣在于关于无穷维动力系统(1
.

2 )中自由度确切数受耗散性的影响
.

惯性流形由 F oi as “’
等人引入

,

它是一个用于描述发展方程解的长期行为的非常便利的

工具
.

该类流形是有限维 L IP s c hi tz 流形
,

含有一致吸引子且指数吸引所考虑系统的所有解
.

当动力系统限制到惯性流形
,

动力系统约化为有限维常微分方程
.

但
,

这种流形的存在性依

赖于谱间隙条件及扇形微分算子条件
.

这两种条件已证 明极大限制了应用
.

对许多数学物理

方程惯性流形的存在不得而知
.

为克服这些困难
,

〔l〕引入近似惯性流形
.

这些流形是 有 限

维光滑流形
,

使得所有轨道在特定时间后进入一个该流形的细 邻 域 之 中 (见〔幻 )
.

弱阻尼

K d V 方程是一类典型的微分算子
,

并不是扇形的
.

本文 目的是导出弱阻尼K d V 方程近似惯性流形的存在性
.

在另文
,

我们将建立这类流形

的图案动力学及长期混沌研究
.

本文有关符号同于【3〕
、

【5〕
、

〔8〕
、

〔9 〕二

.
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近似惯性流形

我们考虑如下弱阻尼K d V 方程
, 叮> 0 , , > 0

“: + u : : : 一刀u : : + 下。+ 。u :

~ f (2
.

1 )
“(火+ 2介 , 公) = “(义

, t )
, 火任R

, 才》 (z (2
.

2 )
u
( x

, 0 ) =
u 。

( x )〔H 圣
二

.

( 2
.

3 )

f〔H 圣
,

(与时间t无关 ) (2
.

4 )

定理 2
.

1 (见 [ 3 〕
、

[ 5〕) 在 ( 2
.

1 )、 (2
.

4 )中
,

成立

lim s u p ]]
。
(t ) 11全簇 k

才叶 。。

k是不依赖于初值的常数
.

对 ( 2
.

1) 、 ( 2
.

4 )作椭圆正则化处理
.

设H = 刀〔o
, 2们

,
厂~ H 呈

, ,
口 = 〔0

, 2司
.

考虑如
一

「方程
u 。

+ : u : : : :

+ A 。。= R (
。
)

, x 〔口
, 才> o ( 2

.

5 )

具有周期边界条件
,

其中 A
。。一 。: : :

一叮“: 二 + 四
.

对
。> 。我们定义 A

。。~ ￡。“ : :

+ 姓0u , D ( A
,

)

二H 盆
, ,

R (
。
) ~ 了一 u u :

且 B 。~ “: “
二 .

这时算子 一姓
。,

一 。B 及 一 A 。

生成C0 半群
,

分别记为
e x p 〔一 A 碑〕

, e x p [ 一。B t〕及 e x p [ 一 A 扩〕
.

因为A
。

不是扇形算子
,

半群 e x p [一 A ot〕不是解

析半群
.

但半群e x p 〔一 。B月及 e x p 〔一 A 川是解析的
, “

> 0
.

我们很容易求得A
。 , 。B 和A

。

的特征值如下

几
。

= (刀”
2 + 护 ) + i n

3 , n 〔Z

几互= ￡n 4 。 n 〔Z

几孟~ (
。矿 + 叮矛 + ? ) + in

“ , n 〔Z
, ‘~ 澎

一
_

二工
一

‘

相应 的特征向量均为切
。

(劝一 ( 2司
一 ’‘、‘” ‘ , n 〔之

.

集{切
:

}
, 。 :
形成H 中一个正交基

.

R (“ )是从

刀(A
,

) = H 盆
,

到刀( A 云
/ 存

)一H 全
,

的一个映射且

!A 飞
, 4R (

。
) l《C ; , 。〔H ; , o (

。
《

。。

}A 忿
/ 4R (

。 :
) 一A 飞

/ ‘R (
u :
) }《C :

}A
。。: 一A , u :

!
, 。 : , u :

〔H
: , 0 < 。

《
。。

}R (
u :
) 一 R (

。:
) }《C 3

}1
“ , 一 “ : ]]

, 、, , 。:
〔犷

其中气为常数
, C‘, ‘= 1 , 2 , 3是与

。无关的常数
.

任意
。> 0 , A

。

是扇形算子且有紧预解式
,

事实上川月
。

) , 召 (。
。 ,

乙
。

) (见〔1 I D
, 己

。

~

, / 2 , 。。

〔( a r e 七a n ( 1 / 2斌而 )
, 二/ 2 )

,

且

(A
。。 , 。

)》 m i n (
。, 叮, , ) 11

“
11里> m i n (

。 , 叮, 下) ]
。 I“

, u〔D (A
。

)

当fe H 夏
, ,

贝IJR (u) ~ 了一
。。, :

H 盆
二

”H 全
二 ,

事实土

H
4 [ o , 2 二〕c W

Z , 4 〔o
, 2 汀 ] 自砰

‘, “「o
, 2二 〕「l研

3 , 3
[ O

, 2 汀」自L 民 [ O
, 2 “〕

对任意给定a > , ,

构造围道 r
。 , 。

与仁3」中相同
,

使。
。
一。

。
弋“)

.

设

p
。 ,

一命手
厂

: , 。

R (“; A
·

, ““
,

Q一 : ‘一 p 一

这儿我们设没有谱点在直线 R e 几一 a .

则存在唯一被围道厂
。 , 。

围住的 a( A
。

)中特征值有限数
.

记这种的特征值为笼心
: }川簇

n 。

}
.

则di m P
。 , 。

H ~ 2n
。

十 1且

P
。 , 。

H = S p a n {切
。 : }川《

, : 。 }
,

Q
。 , 。

H = S P a n {切
。 : }川> , , 。 }

因为特征向量系形成H 中企交基
,

则对所有
。> 。, a > 护有 {{尸

。 , 。

l一 {{Q
。 , 。

}~ 1 .

设尸N
是
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到空间“p a n {切
: :

}川《N }投影
,

Q N ~ I 一尸二
,

或记为尸
,

日
。

由〔1 1〕有

定理2
.

2 当。> o ,

(2
.

5 )存在近似惯性流形M r
.

接下来研究
“” 0 +

时方程 (2
.

5 )近似惯性流形M
, 的行为

.

将证 明M :收敛于雄限流形M 罗
,

它是方程 (2
.

1) 周期边界条件下的近似惯性流形
.

引理2
.

3 设
e > 0 ,

方程
: q孟

二 : 二

+ q 二
: , 一 刀q 圣

:

+ ? q
‘

~ Q , R (户)

其中R (P )= f一 PP
: ,

具有H 雪
二

中唯一解
.

证明 定义H 呈
,

(口)义 H ;
,

(口 )中双线性形式为

“
(q ,

“)一l
。

(
“q 一“二 + 。一‘一 : a二“+ : a“)d ‘

则
a

(q , Q)> m in (
。, , ,

, )1】q }I孟
.

由L a x 一M ilg r a m 引理
,

存在口
‘

使

“
(。一 “)一(

D Q , R (, )‘d x

且 }}g
,

}1:
( C

‘

IQ二R (户)I
一 2
《C

4

旧
二R (户)I

。

则 q ‘

= A 丁, Q二R (P)

引理2
.

4 由引理 2
.

3 ,

定义qa 二中叹P)
,

P〔尸H ~ H
, ,

则 ID 巾
,

l
, , 二( C 6 这儿

一 日
. ,

。
. ,

1 , ~
~

而
一 ,

11万 JJ‘
, 汉 一 s u P 】B (

。
)!

,

“ ‘ D (通)

证明 改变方程(2
,

5 )为

户毛+ A
o

p
,

~ P 二R (p
。

+ q
。

)
, q ; + A

B

q
B

= Q二R (p
:

+ g
。

) (2
.

6 )

这里户
。

= P u , q
。

= Q o .

若 0 , (:
)是截断函数且F (

u
)= 0

,

(!入
。u l“)R (

u
)

,

得至IJ修正方程

p 二+ A
。

p
。

一P N F (p
,

+ q
。

)
, q : + A

B

q
二

二Q N F (p
,

+ q
。

)

因此
,

若P〔H
, ,

qa ~ 巾
‘

(P )
,

d 口
’

/ dt 二 D 巾
’

d P / dt
,

则

刀中
‘

(P N F (P + 巾
’

(P ))一 A
。

P )~ Q N F (P + 巾
‘

(P ))一 A
。

小
‘

(P )

考虑下述方程
,

对刀> 0
,

八小
,

二日’巾
,

/ a尹
,

则

一刀△巾
.

+ A
。

巾
.

+ D 小
’

(尸N F (P + 巾
’

)一且
。

中) ~ Q N F (P + 小
’

、

去解(2
.

6 )的探讨转为构造有限维非线性方程解的无穷序列 {中套} :
。 ,

刀
。

A小仁+ 月
e

巾飞+ D 巾璧(F
, , ”

(P )一月
。

P ) = F
f , ”

(P )
,

P〔H
, , 。

> 1 (2
.

7 )

这里 F , , ”

(p )二P , F (p + 小里(p ))
,

F
r , ”

(p )= R , F (p + 小璧(p ))
,

R 二 = Q N
H

r (几 )

巾 :假设值在2n + 1维H 7il b e r t空间H
’
〔”) = 。p a n 王巾 , :

M + l ( !]’l ( M + 叶
.

首先证明当 {川 、、时
,

D 小忿(P) 。。
.

设巾了的F o u ri e r 级数展开为

小t (P )= 习 巾 ; (P )切
,

皿 + 1‘ I了1 < 对 + ”

其中巾 ;是数值函数
.

对上述证明只需证明
:

刀少 ; (P)。 o ,

当 !P !”二时

由截断函数
,

有
,

当】Pl
l

> p 时
,

小 ;满 足

_
.

口 , _

一八脚 ; 十 凡, 甲 ; 一
l 。

畏
, 乙·Pa 万瓦叫

这里P” 习 Pa 职 。 .

因为少落〔附
, , 2

(H
, ,

H
。
)

,

M + 1《 }川《M + ”

则小璧〔尸 (H
,
)

, 口中 ; / 口P
。

〔L “(H
, )且

! 口 ! ‘ 叮

一 ~
。

口 ~
_

口 二
.

,
, , , r ,

。
、

四 ; 一而
一

叫 一
玩吼比

一

口
, ’ 。

J

) (2 , 8 )
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其中B
。

二 {p 任H
, :

}Pl
:
《a }

,

这儿 。> p
.

设 。〔C 沈为数值函数且满足 !。(P )}( l ,

对所有

P〔H
一
且

。 (p )= o ,

lp :
{《(p + a )/ 2

。 (P )二 1 ,

!P l
:
) a

这儿a > P
。

由(2
.

5) 成立

D 尹。D 巾孚(户)〔L 么
(H

,
) (2

.

9 )

对刀) o ,

由S o b o le v 嵌入定理
,

万
否 , Z c= L

f ,

对
r
》 2 ,

k) M / 2 一M /
r .

由(2
.

9 )有

g (p )些(I 一八)(。D 巾冬)(夕)〔L
,

(H , )
,

(r > 2 )

因。刀巾孚(P)= 刀巾 ; (P )
,

当】Pj
:
> 口 ,

则能得

刀中 , (夕)= 、
_ _

‘(p 一 。)。(。)、。= l
, ,

‘(夕)。(夕一 。)、。
J月 户 ‘

月 户

这里 G (妇是B e朋el 位势且满足

G (q )= C
。

lq }
“ 一
万 + o

(}q {
“一 刀 )

,

G (g )= C : In 19 }+ o
(In 19 1)

,

G (q )二C :
(1 一 Iq }) + o

(1一 lq })
,

且 }G (q )}《C
sp 一 C ,

!q l
,

当 IP }
: > a 我们得

当 }g }” 0 ,

M ) 3时

当 }引 、 o ,

M ~ 2时

当 }g }” 0 ,

M = l时

当 }引。。时

, D , : ‘, ) ,、
1(

l。 }》 , , , , Z
G (, 一。)g (。)d。

卜}(
. 。 l 、 l, 、

, ZG ‘, 一。, g ‘。, d。

}
、 . G }:

·

,。! : 一 (}。}> . , ./ 2)+
l(

, 。 . < ! , } , : , G (, 一。) : d 。

〕
“ ”

}。 , : 一 (二
·
)

《 }G {乙
·

}g !五
· ‘(1q l> ]p l/ 2)+ 〔a , IP }卫 / 2 〕’

/ 即
C

s e x p 〔一 C
。

/ 2 }P }〕}g }五
, ‘

(万
。

)” 0 ,

}Pl ”加时

这里a , 是尸 “ 牛 ‘

中单位球体积
,

且 M > 4 时 。> 1 , 。< 对 /( M 一 2 ), M《 3 时
, 。《2 , ” ‘

,

” (
”一 l )

一 ‘.

得

D 巾 ; (P)、 o ,

当 IP }。 oo 时
.

则D 巾飞(P )。 o ,

当 IP] ” , 时
.

现在来证明引理 2
.

4
.

记 A aq
。

一Q N R (P) (见引理2
.

3 )
,

考虑如下方程

一刀
。
△中晋+ A

。

中 : ~ F
, , ”

(P )
,

F
r , ”

(P ) ~ R , F (P ) (2
.

1 0 )

这里刀
。

* o 十 ,

A = aZ

闰p
Z ,

H
护 (” ) ~ {切 , :

M + z《 !j l《M + n }
.

在方向
。 ,

上取 (2
.

1 0 )式的G a t e a u x 导数
,

则

习
。 a 切。 ,

J
0

1
; -

{ a l ‘卫

一刀
。
么 习 巾仁

, 。。。
+ A

。

p〔H
,

(2
.

1 1 )
! a l ‘卫

这里 巾仁
, 。

= D 巾 : (P )切
。 ,

接下来在(2
.

1 1) 式与A 忿 习

,

界
, , :

,

一
,

丹
‘ ,

命
F

一
,

「声}‘万

日F
尸 , ,

(P )/ 日P
。

~ D F
, , ”

(P )切
a

巾士
,

尸 , 取内积得

一口
。 、 .

。
- 下

.

一。 ! 名油
‘ } a l‘ 肚

小 :
, 。。 。

叹+ 刀
。

}D 习 中忿
, 。 。 。

}{ + A
B

A
。

习 中飞
, 。
。。

·

A
。

习 巾 :
,

尸 ,

1 0 1‘ 万 l 口 { ‘万 1 0 ! ‘卫

一只
, “

·

念
尸

r , ”

⋯“
e, ,

晃
,

” , 夕”声,

P〔H (2
.

1 2 )

注意到A
。

的特征值是似二 (
。价+ 叼价 + 丫)十i矛 , 。〔多

.

则 R e几柔当
”> 。时单调增加

, n < 。时
,

单

调减少并具
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A
B

A
,

习 巾瑟
, 。。 。

·

A
。

习 巾 :
1 a l‘对 } a l‘万

, 夕”声

是实数
.

我们得到

式A
。

习 巾t
, 。 。a. A

。

习 巾君
,

尸 , > R e标
+ :

j 中璧
, 。 ” 。

1 a l‘ 对

因为 IPJ ” OO 时
,

且
:

D 巾 : (P)

a 万‘卫 不
D 巾 : (P )、 0 ,

由F o u r ie r 展开得

几, D 巾孚(户)甲
,

卫 + 1 ‘二

今 0 ,

习
1J l

叹叮 十月

因此有 ! 习 小忿
, 。。 。

}圣 】P }” co 时
,

所以 }
l a ! ‘卫

习 中忿
, 。

‘
10 1 ‘卫

圣在某些九〔H ,有极大值
.

由

极大值原理有

D ! 买
巾飞

, 。。 。

}l二o ,
A } 习 巾 :

, 。。 。

}璧( o

【a l‘卫

在P0 处
.

由 (2
.

1 2 )得

。
。

一 ~
_ , . _ ,

一
J

a 一
_ _

找 e 儿“ · ’‘l 。

畏
二甲毛

, “ ” “

}艾气 i ,

未
, 君

·

而丁
厂

’
一

’“” · ’

月
·

习 中璧
}声! ‘对

, 声I乙‘(万
,

)

簇 } 习
a 一

_ _ : . ,

。 ~
_ . ,

丑
·

百不丁
厂

‘ ’‘’

口a
l
。 , · IIL, 甲 ; },·

1 .

。 ~
。 , . _ ,

。
。 、

_ , ,

一
J

a ~
_ _

, 、

J}刀甲墓}}z , . 气 Ln e 几卫 、 1
)

‘

i 石 月
*
万二厂

~

厂 ”
‘’

吸P )刀
a

j
。 , .

1 a l ‘ 卫 u 夕。

= (R e 几二
十 ,

)
一 ‘

i 习 A
:

D F
’ , ”
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