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摘 要

对于连续体的一切物理可能的变形场
,

其变形梯度张量F可被分解为一个对称张量S 和一个正

交张量R的直和
,

这便是S一R 分解定理
.

本文通过矩阵方法和张量方法证明了S一R 分解定理的唯一

性
、

存在性和客观性
.

关健词 S一R 分解定理 唯一性 存在性 客观性

一
、

引 言

变形梯度张量 F 的分解是有限变形理论的基本问题
.

以往 大 多数 研 究 者 主 要 应 用

G re en 应变理论和极分解理论
,

但是这些理论均存在着严重的缺陷
.

19 79 年
,

陈至达提出

了变形梯度分解的变形转动分解定理 (简称S 一R 分解定理 ) , 该定理简述如下
:

对于连续物体的一切物理许
一

可变形场
,

任一变形梯度张量F可被分解为对称张量 S 与正

交张量R的直和
:

F = S十R

其中
:
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卜式中V u表示位移梯度
,

0为平均整旋角
,

L为转轴方位矩阵
.

近十五年来
,

该理论在许多领域中得到应用
,

并获得巨大的成功
.

在理论 研 究 方 面
,

g 一 R 分解定理的唯一性
、

存在性和客观性问题一直是理论界所关注的问题
.

本文将给出唯一

性
、

存在性和客观性的新的一般性证明
.
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所谓物理许可变形场要求F(
u
)

,
R (u)

,

数
,

而且位移 函数的变换是唯一可逆的
.

我们假设
:

在初始变形场情况
,

即F =

解是一致的
.

变形梯度可分解为

F一 S+ R

其 中 S为一对称张量
,

R为一正交张量
.

如果上述 分解非唯一
,

则有

F = S
,
+ R

l
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2
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Z

两式相减
,

得
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以 卜方程亦可 写为

A = U 一 V

其中 A ~ s: 一 s, ,

A= A , ;

U一 R I ,
UU T 一 l;

V 二 R : ,
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.为单位张量
.

为证明唯一性
,

引用下列定理
〔4 ’.

s( u) 是连续的
,

因此 R
,

S 是关于 F 的连续函

l时
,

S ~ O
,

R 一 !
.

事实上
,

这与小变形理论的理
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将式 (2
.
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,
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,

可得
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从上式可得
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即
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因此
, A ,
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有基本假设
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A
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我们考察R 和 S的对于 u 的连续性
,

显然当八u令O时八0” 0 ,

式 ( 2
.

19 ) 中的 c o 叨 项是不符

合连续性要求的
,

应舍去
.

于是
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A
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由式 (2
.

2 。)
,

我们可得

R
,
二 R

Z ,

5
1

~ S
:
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.
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于是8 一R 分解唯一
事实土

,
(2

.

幼 式 的变换
,

将空间坐标袖相转轴王合
,

如确定平 面 匕一根通过转轴的直

线为起始线
,

O为转角
,

则在 (2
.

18 )式中
,

价是补角
,

可舍去
.

因此
,

0和价相差 2 。二
.

从连续

变换的角度
,

e和动以 lriJ 一起始线计起
,

贝呼O一沪
,

故其解是唯一的
.

三
、

S
一
R 分解

由于 8 一R 分解是唯一的
,

我们
一

叮以采用半逆解法解出 S和 R
.

设S和R有如下形式
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其中
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A为一待定矩阵
.

正交矩阵R满足
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,
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引理 如果w - 一 w r ,

即w 为反对称张量
,

可对应于一个实矢量 L 一 [L ‘」的反对称矩阵

L
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其 中 凡为一待定系数
.
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,
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考虑到位移连续性
,

我们在
_

_

匕述解中取正号
.

令 s in
“
0 ~ a ,

几可写为
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_
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一
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因此
,

S 一R 分解定理公式可写为
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.
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四
、

S
一
R 分解定理的存在性

若 S 一R 分解(3
.

1 2 )
、

(3
.

1 3 )存在
,

则式 (3
.

9 )中几必为实值
.

考虑到式 (3
.
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,

有

(a.l)
1 一 (: 》 0

即
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.

反之
,

若
u
簇 1 ,

我们可以重复 ( 3
.

幼、 (3
.

} 6 )推导 过程 证明
’

S 一R 分解定理
.

因此
,

8 一R 分解定理存在的充分必要条件是
、
( 1

.

(4
.
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五
、

S
一
R 分解的客观性

物理现象的描述一般依赖于观察者的选择
.

所谓一个
“

观察者
”

是指一个带有时钟为刚性

标架
.

当观察者的变换(x , t)
一)

(厉
,

劫 给定
,

其变换关系为

交二 Q(t )
x + e (t )

王= t + a (5
.

1 )

其中 Q为正交张量
.

对于 二阶张量A
,

若
‘

卜式成立

A ~ QAQ全
临

.

2 )

则称A是客观的
.

变形梯度张量 F是刊始拖带系到 实时拖 带系的变换

g 一F续 临
.

对

初始拖带系 与实时拖 带系之 !{弓存在着内介
:

的联系
.

当初始拖带系被选定后
,

实时拖带系
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也就由物体的运动所决定
.

「是建立在拖带坐标系上的张量
,

当观察者变换时
,

有

g ”互~ Qg

F。产= QFQ
少

对于 S 一R 分解表达式

F = S + R

左右两边 分tolJ 乘以Q与Q r ,

得

户一 QFQ少一QSQ
少
+ QRQ

少

很明显
,

QSQ尹
为对称张量

,

QR Q尹
为正交张量

.

将土式与

户= 亏+ 反

相比较
,

并考虑到和 分解的唯一性
,

有

S = QSQ
,

反一QR Q
,

因此
,

S与R均是客观的
.
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