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摘 要

木文研究了载电流夹紧杆在磁场作用下的非线性稳定性
,

其磁场由两恨无限长相 互平行 的 刚

性直导线产生
.

杆的自然状态在刚性导线所在的平面内
,

并且与两刚性导线等距
.

首先
,

在 空 间

变形的假定下
,

给出了问题的数学描述
,

讨论了线性化问题和临界电流
.

其次
,

证明了杆的 过 屈

曲状态总是平面的
.

最后
,

数值计算了分支解的全局响应
,

得到了杆过屈曲状态的挠度
、

内 力 和

弯矩的分布
.

结果表明
,

载电流杆既可发生超临界屈曲
,

又可发生次临屈界曲
,

其性态依赖 于 杆

与导线间的距离
;
同时

,

在超临界的过屈曲状态上还存在极限点型的失稳
,

这与通常的压杆 失 稳

有着本质的区别
.

关翅词 磁弹性 分支 极限点 载电流直杆 数值方法

引 言

磁场中载 电流直导线的稳定性研究
一

不仅具有重要 的理论
、

意义
,

而且有广泛 的应用 背 景
.

在这类问题中
,

当电流适中l付
,

一

可以忽略导线电流产生的自场磁力
,

只研究导线在外部磁场

作用下的稳定性
.

在专著 「1〕中用经典弹性弦模型分析了平行于导线的均布磁场中载 电流导线的线性稳定

性问题
.

为详细分析其过屈曲性态
,

W ol f e ,
P

.

内
“ ’

用非线性弹性弦的模型
,

求得了任意 电

流值下
,

弦的所有平衡性态
,

并研究了其动态稳定性
.

对同 一 问 题
,

s ei d m a n ,
T

.

I 和

W ol fe
,

P
「 5 」,

W ol 九
,

P[
6 ]

利用弹性杆的C o s o e r a t 模型进行了理论分析和研究
,

一

证明了

经典意义个 分支解的存在性
,

并有无穷多个分支解
.

对于平面 内三根平行导线的稳定性 问题
,

W ol fe
,

P将两边导线视为刚性 的
,

分别利用

弦模型
〔“」和平面杆模型

「7 ’

研究了中间导线的稳定性
,

证明了在特征值处
,

导线必发生分支
,

并用奇性理论讨论了缺陷敏感性问题
.

所有这些工作
,

除弦模型外
,

仅从理论 卜初「究和 分析了载电流直导线的稳定性
,

尚未见

到有关 的数值结果
.

木文以 E u le r
杆为模型

,

从理沦分析和数值计算两个方面研究磁场中载 电流直导线的稳
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定性问题
.

首先
,

在空间变形的假定下
,

给出了 问题的数学描述
.

其次
,

研究了线性化问题

和特征值
,

证明了当导线电流 与两边刚性 导线中的电流同向时
,

一

导线的屈曲发生在导线所在

的平面内
; 且

‘

当电流反向时
,

屈曲发生 在垂直于导线平面的平面内
.

最后
,

利用分支解的延

续算法
,

计算了一些情形
一

l\’导线的过川曲状态 的个局响应
,

得到了导线的挠度
,

内力和弯矩

的分布
.

本文首次发现
:

当电流同向时
,

其过屈 曲状态既 可是超临界的
,

也
一

可是次临界的
,

其性态依赖于
一

导线与刚性导线间的距离
.

并且
,

在超临界的过屈 曲状态上
,

存在着极限点型

的失稳 ; 而当 电流反向时
,

其 过屈曲状态是超临界的
,

并且没有极限点型的失稳
.

二
、

数 学 描 述

设磁场B 中有长为L
、

载电流I的直杆
,

其自然状态的轴线与直角坐标系O却
z 的0 2

轴相

重合
,

横截面的两个惯性主轴与 O 、 轴
,

O , 轴

平行
.

根据 C o s o e r a七杆模型
L“’,

变形后杆的构

形可用杆轴线的位置矢径
r (

:
)= x (

s
)i + , (

s
)了+

:
(
s )花 (2

.

1 )

和横截面惯性主轴的单位矢量d
,

(
:
)

,

d :
(
:
)来

描述
,

这里
, :

是变形前杆轴线的弧长参数
,

玄
,

]
,

花为坐标系O x 刀z 的单位基矢量
.

假定变形过程中
,

杆轴线不可伸长
,

并且

!

一
’

份 、’

f〕

一z 1

平截面假设成立
,

则

x ,

(s )
“

+ 刀/

(
s
)
“
+ z ‘

(:
)
“
= -

d
。

(
s
)= d ,

(
s
)只 d

:

(
s )

,

!时杆 的弯曲应变为

图 1 载电流的央紧杆
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,
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,
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〔
l处的 两根无限长平行刚性直导线中 电流 l

。
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,

则扫
飞

所受的电磁体力为F ~ I r ‘

(
、
)只 B

.

记杆的〔S
.

L 」部分对〔(、
,

S ]部分的作用力为N (
;
)

,

力矩为M
,

令



载电流夹紧杆的非线性稳定性分析

N (
s
)= N

,

(
s
)d

,

+ N
Z

(
s
)d

Z
+ N

:

(
s
)d

。

M (
s
) = M

,
(
。
)d

;
+ M

:
(
s
)d

Z
+ M

3

(
s
)d

、

假定材料是线弹性的
.

则有木构关系

M
I
~ D 哪

l ,

M
Z
二 D 声

2 ,

刀 一D
3“

杆的平衡方程为

} (2
.

5 )

(2
.

6 )

N
’
+ F ~ O

下
」魂

产
+ r 产X F 一 0 夕

(2
.

7 )

设杆 的横截面为圆
,

并且
: ~ o的端面为在 r = O处固定夹紧

,

而另一端
: = L为沿 O :

轴的

可移夹紧
,

且不受扭矩的作用
.

于是
,

边界条件为
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显然
,

对任意的几
,

边值问题(2
.

9 )、 (2
.

1 1) 有平凡解
x (

:
)~ , (

s
)= a (

s
)=

u ;
(

s
)=

u Z
(
s
) ~ N (

s
)= o

它对应于杆的自然状态
,

称为未屈曲状态
.

(2
.

12 )

三
、

线性化问题和临界电流

边值 问题 (2
.

tj) 、 (2
.

1 1) 在平凡解 (2
.

12 )处的线性化 问题为
a f= o ,

N 鉴= O

。
‘+ 曝

一。
, 。 : 一 x;’

。了+ 几架一 。, 。 ,
- 一 , , 了

一 1 ’ ‘ ’

d
艺 一 7 一 ‘ J 工

x : = 万: 一刘 = 川 = u ; 一O

% ,

~ 刀
,

二川 一川 一N l = o

(0 <
s
< z ) (3

.

1 )

(
s一 0 )

(
s = l)

} (3
.

2 )

此边值问题可以化为两个非藕合的特征值问题

+ 礁一。

a “

川 = O

(o <
s < l)

(
: = O , 1) } (3

.

3)

(3
.

4 )

一 夕了
.

且特征方程为

、l、.1夕户

d
4

为

d ￡
4

X I ~

d
4夕l

d s 4

万l
=

一几染~ 0

d
‘

并且
a ,

(
s
) = N ,

(
s
) = O ,

(o<
s < 1 )

(
s = o , l)
。 : = x 了

,

不难得到
,

边值问题 (3
.

4 )只有正特征值
,

。‘。, 一C o “。一

筛
一 0

(3
.

5 )

其中 拼二 (d
一 2
元)

4 > 。
.

容易证明
,

在 (o
, 二 )中(3

.

5 )无解
,

而在 (k二
,

(k + ] )二 )(k = 1 , 2 , 3 ,

⋯ )中
,

(3
.

5 ) 有唯一

解吐
,

并且

。 ,

(。: )、 。, 。
卜(; + 冷)

二 (*。 co )
、 ‘ ,

相应的特征函数为
刀曹= C

, e h拼贪: + C
: s h t

s + C
3 e o s 拼贯s + C

‘s in 拼贯:

其 中 C
。

- 一 C
I ,

C
4
- 一C

: ,

而C
, ,

C
Z

为齐次方程

(3
.

6 )

(C h “贯一 C O S拼节)C
‘+ (“h “节一 s ‘”拼t )C

Z

一 0

干
(s h 拼贪+ s in 月贯)C

,
+ (e h拼贯一 e o s拼誉)C

:
~ O 夕

(3
.

7)

的非零解
.

由于 c h那t 一 c o s拜誉笋。
,

所以
,

(3
.

了)只有一个线性无关 的解
,

即特征函数 空问是

一维的
.

至此
,

有如下结论

定理3
.

1 设几
, ,
几: ,
几

,

⋯
,

几
。 ,

⋯是边值问题 (3
.

4 )的特征值 (几
:

一d
Z

嵘
‘

)
,

相应的特征函数
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为价
,
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s
)

,

功
2

(
s
)

,

价
。

(s )
,

⋯
,

叻
二

(
s
)

,
·

⋯ 则边值问题 (3
.

1)
,

(3
.

2 )的特征值为

士几, ,

士几
: ,

士几
3 ,
⋯

,

士几
, ,
⋯

,

并且当特征值为几
。

时
,

特征函数为

(X
, , 万; , a , , ” , , 。 : ,

N
,

) = (o
,

价
。 ,

o , 一 功仔
, o , o )

,

而当特征值为 一几
,

时
,

特征函数为

(X
, , 。: , a ; , ” , , 。 2 ,

N
,

) = (功
。 , o

,

o , o
,

叻公
, o )

.

表 l给出了特征方程 (3
.

5 )的前六个根

拼曹的很好近似
.

、以及近似值 。、一
(
“+

幼
汀

.

可见
, 。: 给出了

表 1 特征方程(3
.

神的根

}二二二二⋯
一

二一}一兰川
- - - 一{

-

一
一

⋯
-

-
-

一厂万习
卜

i竺
-

-

一⋯
一

里三11些一L二丝;生一⋯
一

1些丝竺一⋯
一三竺

~

三兰竺一
.

⋯
一竺吕了些 一

卜全叼竺月
I “几

“ . :

} 4 汀 12 3 9 } 7
·

8 5 39 8 } 1 0
·

9 9 5 6 { 1 4 注 3 72 { 1 7
·

2 7 88 j 2 0
·

4 204 1

四
、

平面分支解的存在性

设泄 = 石是边值问题 (3
.

1)
,

(3
.

2 )的特征值
,

相应的特征函数为

(x 贯
, 夕犷

, a 萝
, 。萝

, 。言
,

N 犷)= (o
,

叻
。 , o , 一价犷

,

o , o ) (4
.

1)

并且 功若d s ~

作变换

a 二。左
, 戈= 。示, 刀= 。

(歹+ 夕全)
,

N = 。可

。,
一 : (云

,
+ 时 )

, “ :
二 : 及: ,

几二伊十万

其中
。
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,
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声 1
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.

2 )

“一 {
。“”于d s
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·

3 )

将变换 (4
.

2 )代入边值问题 (2
.

0) 、 (2
.

11 )中
,

可得关于牙
,

歹
,

左
, 云, ,

讥
,

夕
,

万的边值

问题
.

此边值问题在。~ 。时有零解

(毖
,

歹
,

左
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夕
,

万) = (o
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,

o
,

o , o
,

o
,
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4 )

且在此解处的线性化题问只有零解
,

由隐函数定理知
,

该边值问题在
。= o附近有 唯一解

,

并

且当
。 = 0 时

,

(4
.

4 )成立
.

这样
,

证明了边值问题 (2
.

9 )~ (2
.

1 1) 的平凡解 (2
.

1 2 )在几~ 泄 处

必发生分支
,

并且分支解是唯一的
.

若令x( s) 二。
,
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.
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‘

2
.
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u Z
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:
)二 0

.

此边值问题有平凡解。
, “ ; ,

N
,

幻一 (0
, 0 , 。,

幻
.

在此平凡解处的线性化 问题为边值问题
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.

4 )
,
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,
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.

所以
,
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.

5 )
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.

6 )和 (4
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得

夕
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同样可以证明
,

边值问题 (4
.

的 ~ (4
.

11 )在解 (夕
,

公, ,

夕
,

牙
, : )一 (。

, 。,

叭。
,

0) 附近有唯一

解
.

这样
,

由分支解的唯一性知
,

边值问题 (2
.

9 )~ (2
.

] l) 的平凡解在瓜处的分支解必具有

形式

(尤
, 夕 , a , u : , u : ,

N
,
几) ~ (O

, , , O , u , , O ,

N
,

几) (4
.

12 )

即分支解在O夕z 平面内
.

同样的分析可以得到边值问题 (2
.

0) ~ (2
.

1] ) 在 一几
, 。

处 的分支解必

具有形式
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, 刀 , a , u l , :‘: ,

N
,

几)~ (%
, ()

,

o , 0
. ,‘: ,

N
,
元) (4

.

1 3 )

即分支解在O 义刀平面内
.

至此
,

证明了定理

定理4
.

1 边值问题 (2
.

9 )、 (2
.

1 1) 的平凡解(2
.

1习在任一特征值 士机处必发生 分支
,

分

支解唯一 并月
.

在几
, ,

处 的分支解在O万二平面内
,

而在 一 几
, ,

处的分支解在 O 、二 平面内
.

即分支

解总是平面的
.

厅
、

分
一

支解的数值计算

由前面知
,

从几
, :

分支的分支解在伪尸平面内
,

即只 需求解边值 问题 (4
.

5 )
,

(4
.

6 )
.

由于

此边值问题在分支点处灼 F r e c h战 毕算子奇异
,

所以
,

通常 的数值方法不适用于此处解支

的计算
.

为此
,

我们求解边值 问题 (4
.

的~ (4
.
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则边值 问题 (4
.

9 )、 (4
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1 1) 可以写成标准形式
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犷
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o

对不同的。 ,

利用数值方法求解

可完成解支的转接问题
.

为了得到分支解的大范围响应
,

(
s ~ O )

, 0
.

0 ) (
s ~ l )

(5
.

2 )
.

颐!11由 (4
.

7 、

(5
.

2 )

可得临界值几
。

附近的分支解
.

这样

并克服可能出现的极限点型奇性
,

采用以解支曲线弧长

为参数的延拓算法
仁‘。’
求解边值问题 (4

.

5 )
,

(4
.

6 )
.

至此
,

我们得到杆过屈曲状态的挠度
,

内力和内力矩的分布
.

用常微分方程的打靶法
,

数值计算了从特征值几
, 分支的分支解

.

得到了杆过屈曲状态的
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最大挠度

:

阮
a x

~ 诚告
一

】以及最大弯矩 M
m 。 x

~ 芳M
,

((j) ~ u , (0) 与 电流参数几的特征 曲线 (图
堆八

“儿 ‘又
‘ ’” “ “

一
‘7
、 2 )助人队八 , 七

‘ ’‘ ’” . x
一 D
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“
、 ” 了 一 ‘ 、 ’ 广 7 ’
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四 火
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2 , 3 )
,

而图 4 给出了夕~ 。
.

: 5
、

不同几值时的杆的挠度分布
.

类似地
,

对从一几
,

分支的在平面

O x 夕内的分支解进行 了数值计算
,

其结果示于图 5 ~ 图 7中
.

六
、

讨论与结果

当杆中电流I与刚性导线中电流I
。

同向时
,

即 几> O 时
,

杆的屈曲发生在特征值 几
,

处
,

并

月
.

屈曲状态在〔)!j
z 平面内

.

由图 2 知
,

这时
,

过屈 曲状态的性态依距离 d 的不同有着木质的变

化
.

当J较小时
,

过屈曲状态是次临界的
,

而随着d 的增大
,

其状态变为超临界的
.

因此
,

对

于次临界的过屈曲状态
,

为了使结构有能力继续承载原 电流
,

必须增加杆的约束
,

以提高临

界值
.

对于超 临界 的屈曲
,

根据屈曲后仍有继续承载 电流的能力
,

但 随着 电流的提高
,

将发

生极限点型的失稳
,

从而 导致结构的失效
.

当电流I 与z
。

反向时
,

即 之< o 时
,

杆的屈曲发生

⋯
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。二

与几的特征关系 图了 d 一 。
.

3时
,

从一凡处分支出去的挠度曲线

在特征值 一几
,

处
,

并且屈曲状态在Oxz 平面内
.

这时
,

过屈曲状态是超临界的
,

且没有极限

点
.

这两种屈曲状态 的差异在于
:

、 . , 「
「, 二扮。 、

r

tL
二一 , 二

二
_ 。

、

二 ,

几万 ~
、, , 曰

,
、, _

。 一 ~
月 ‘已沉 !刊 汗lJ 目

、

J, 似 1小刀 刀 J “~ 、汀二
一

少
, ””书 吧沉仪 阳」”.J,

磁体力为f
:

-

生较大的磁力

几x

d “
十 x “

.

因此
,

当 犷 ) 士d 时
,

f
,

一

) co
.

这意味着只需要较小的电流
,

亦可产

.

从而维持平衡
.

故出现了极限点型的失稳和次临界屈曲
.

另外
,

从计算中可

以看到
,

与轴压杆的失稳不同
,

此 时杆的轴力为拉伸力
.

并且
.

有较大的变化
.
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