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白噪声参激 Ho pf分叉系统的两次分叉研究

刘先斌
,

陈 此
‘

陈大鹏
,

(1 9 9 6年 3月6 日收到
,

1 9 9 7年 5月 3 日收到修改稿 )

摘 要

本文研究了白噪声参数激励下的 H o p f分叉系统的两次分叉行为
.

明确了由于噪声的介入而使

得系统的分叉类型产生了实质性的改变并导致了分叉点的漂移
.

关健词 白噪声 参数激励 随机平均法

一
、

引 言

一般地
,

分叉理论研究当非线性动力系统的控制参数发生一个很小的变化时
,

其平衡产

生的分支现象
.

非线性分析的目的在于研究系统的稳态运动
,

考察其稳定特性以及当动力系

统 的控制参数变化时其瞬态运动情况
.

而所谓 随 机 分 叉 (s
一

Lo c h a s七ic b if u rc a七in n ) 是

指
,

处于分叉邻域中的非线性系统 在噪声作用下产生的转变 (七r a n 滋 ti o n ) 现象
.

木世纪七十年代末
,

P r ig o g in g 和 N ie o li。〔”
,

H a k e n 〔2 ’,

G r a h a m
‘

“’注意到噪声对
_

远离平衡态系统的长期行为 (L o n g Lim e b e h a v io r ) 以及对非平衡相变 (N o n e q u ili

br iu m p ha se tr a n si ti o
n) 有着重要的影响

,

并开始了对随机分叉行为的研究
.

由于噪

声介入 的非线性随机系统的完整描述存在两个方面的含义
:

( l) 状态变量的样木函数满足的随机微分方程
,

对于 白噪声 (W h ite n oi se) 系统
,

为It o 随机微分方程
.

( 2 ) 样本轨线之间的几率分布所满足的
,

对于 I切系统
,

F P K 方程
.

因而对于随机分叉的研究也存在着两种不同的思路
.

最初人们从白噪声系统方程的平稳解一

不变测度 (in v a r ia n t m ea s u r e) 出发对随机分叉现象的数学物理木质进行研究 以确定最

大可能意义 之下的分叉点位置和分叉解的形式
r “’、〔4 ’、 〔5 ’.

随着对随机分叉现象研究的不断深入
,

戈们认识到它实质
_

仁是随机系统样本轨线的一种

非线性奇异现象
,

反应了系统样木稳定性的突变机理
.

而不变测度方法对随机分叉信息的把

握并不全面
‘咯’〔6 ’‘2 2 ’.

这是由于
,

根据遍历理论可知
,

不变测 度 ll( x) 实质是对任意样本轨线

在 别为无穷小邻域逗留时间的度量
.

因而它不可能对样本轨线本身状态作出精确的描述
,

而

它们 的极值亦只能在一定程度上反 映系统最 可能和最不可能的运动
.

在对线性随机系统样木稳定性研究的基础之 仁〔
7 ’, 〔8 ’,

自八十年代以来
,

更多的研究者致

1 西南交通大学
,

成都 6 1。。3 1

7 7纽
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力于非线性随机系统样本稳定性的研究并重点考察了有关 系统的最大 L y a p u n o v 指数的计

算
‘“’、 〔‘。’、 ) ” ’、〔’2 〕, 这是由于最大的 L y a p u n o v 指数已成为定义概率三1 意义

一

毛:随机分叉点的

重要指标
.

此时人们更加重视对非线性随机动力系统犷
一

散解过程样本轨道
“

几何属性
”

的考

察
〔‘3 」.

这个时期研究工作的重心与在确定动力系统理论研究中日益得到广泛应 用 的遍历理

论的思路是一致的
.

本文对于一类H o p f分叉系统受白噪声 参激的
J

清形
,

采用了经典的 K h as m in o ki i 方法

计算了其在平衡点处的线性化系统的最大 L y a p u n o v 指数
,

并确定了系统在概率 1意义下的

首次分叉点的位置 , 接着采用随机平均方法 (。t o e h a o tie a v e r a g in g m e 七h o d ) 考察了

对应于振幅随机微分方程的不变测度并确定了系统在最大可能意义下的二次分 叉 点 和 分叉

解 ; 明确了此时由于噪声的介入
,

使得分叉类型产生了实质的改变
.

二
、

白噪参激H OPf 分又系统模型

考虑一类典型的H o p f分叉系统受参数随机扰动的模型

应~ 沪‘u + 。〕。。 一 。:‘“+ ,‘〔丁 ,

言
;

(才)
。~ 一 ‘, ”‘

」

。 + 拼。 一 。。Zv + 刀。 2

省
2

(r)
(2

.

1)

其中 拼为分叉参数
, 曰 i

为常数
, ￡
为微小量

.

占
,

(t )
,

省
2

(t) 分别表示相互独立的单位高斯白

噪声过程
,

且随机微分方程 (2
.

1) 是 S tr at o n o vi tc h意义下的
.

参数 a , , a Z

分别表示氛(约
,

占
:

(t) 的强度
,

并且设叫
,

毗
, 拼是与

。同阶的微小量
.

对于确定的H o p f分叉系统 (a
,

~ 二2

~ O)
,

由于其线性化系统的 L y a p u n o v 矩阵的特征

值的实部拼的退化而在平衡点 (、 ~
x ~ 的 处产生了一个极限环

.

我们首先将通过对系统 (2
.

1)

的线性 化系统

应一拼u + 口 。” + u a ,

占
;

(t )
公- 一 。。u + 拼v + 。二 :

睿
:
(才)

的最大L y a p u n o v 指数和旋转数 (r o 七a tio n

的稳定性及其分叉行为的影响
.

(2
.

2 )

n u m b e r )的确定以考察噪声对H o p f分叉系统

考虑W o n g 一Z a k a i修正项
L ’‘ ,

一

可以得歹
,}等价 于 S t r a t o n o v ite h 随机微分方程 (2

.

2 )

的I七。随机微分方程

d “ ~ A “〔It + B
l“ d砰

.
+ B

: ,‘d 班
: (2

.

3 )

其中

几
、.口Z

VU‘

/叮.、、

一一挂

‘, 。

{ 执一

嵘}
)

户
2

-

产了尸z

毗一
,�

+

仃
�

2
+切拜一

一一
A

班
1

(t) 和研
2

(t) 分别为独立的单位 W i e n e r
过 程

,

对 应 ( 2
.

3 ) 的 向 量 解过程
“
为一扩散过

程
「’‘〕

K h as m in s ki i 变换及其一维相扩散过程的不变测度

对扩散过程
“作K h “。m i n s杯 i变换

〔‘’,

将其映射到单位圆上
.

取变换
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。 U
。

。 口

5 1

= C O S 口~
~

下厂, , 占2
= S l fl 口一 不 ,

」】耳 !}
一

}}U
(3

.

1 )

记
。 、

全s = (
: , , 5 2

)
少
~ (C o s g

, s in 口)
, , / ,

~ In {{。 J{
,

jJ。 {{一 (
“2
+ 。 ,

)
‘

(3
.

2 )

对户和创 ~ a r c 七g (
。
/u ))采用 Ito 微分法则 “ 4 」

并结合方程 (2
.

3 )可得以下有关p 和0的It o 随机

微分方程

d z , 二Q (0 )d t + 万
,

(0)d 才
,

(才) (3
.

3 )

d o ~ 少 (0)d t + 岁(0 )d 班
。

(t) (3
.

4 )

其中研
,

(t)(
: 一 1

.

2 )
,

研
。

(约是相互独立的单位过程
.

其 中

Q(e)一
: T姓 : + 告、

r刀 一 : T方s

乙

万
,

(6)二
: T

B
, s

(
r = l

巾 (0) - 一 了, A : + 了
,
B :

梦
一“

(0)二 了
, B :

在这个方程中
,

设

B (0 ) = 乙 (B
, 、
) (B

, s
)

,

r 二 1

(3
.

5 )

(3
.

6 )

(3
.

7 )

(3
.

5 )

(3
.

9 )

,

一架
一 (

s : , 一 : ,

)
, 一 (5 in 。

, 一 C 。。。)
:

“ U

因而对应于 (3
.

5 )、 (3
.

8 )
,

进、步可得

Q (0) = 拼+ (a 1e o o 2
0 + a 圣。in

2
0 )一 (a 聋e o 8 4

0 + a ; s in 40 )

万
,

(8 )= a , e o s “
0

,

万 :
(0 )~ a Z o in

2
0

(3
.

10 )

(3
.

1 2 )

, (“)一
。 。

+

合
(a ;一 : )。‘n “e o 。“+ (a ; e o o z

“一 ; 。‘n
Z
“)。‘n “c o 。“ ‘3

·

‘2 )

岁
“

(8 )= (a 孟+ 。盆)。in
“
oe o 。“口

对应于方程 (2
.

3 )的微分生成算子
〔8 〕

为

(3 一 3 )

五一 , ‘”,
一

蔚
+

合
梦

2

(“)
器

一

卜
田 。

+

合‘
〔厂 ;一‘)。‘n “c 。

·“+ ‘U :一
2
“一 ; ·‘n

“
“)

·‘fl “c o 。“

」扁
+

l合
(a ; + J : )·in

艺
。·。一。

]品 (3 一 4 )

根据方程(3
.

4 )及其系数关系 (3
.

1 2 )
、

(3
.

1 3 )可知
,

O为
一

单位圆周 巨的一维扩散过程
,

其

平稳的概率密度函数一不变测度 (in v ar ia n L m e as u r e) /l( ()) 满足以下的F P K 方程
〔’盛」

L 苦拼 (0) ~ O (3
.

15 )

少是对应于L 的伴随算子
,

即有

d
乙 。 , T, 。 , 。 、 , 门 、 。

d
。

一
, 。 、

了乎
-

L岁
一

气口)拼L口) 」一 i了石 L甲 L口)拼L口 )」 (3
.

26 )

对(3
.

15 )进行直接积分
,

z; (0 )=
一乎厄

可得川 e)的通解为
:

C

(0)邵 (口)

G ‘二 , , 。 、 、

十
一

沪
~

和)
~

牙了盯 、洲 L口) d 口
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其中

万(“)一 e x p

「
一 2

1
中 (“)岁

一 2

(“)d “{ (3 一 8 )

C
,
‘为待定的积分常数

.

根据经典的一维扩散过程理论
一

可知
〔‘5 」,

扩
‘

散过程 0 在 单 位圆周 }: 的奇点对其不变测度

拼(0) 的具体形 式有着决定性的影响
.

下面考察0在单位 圆周上的奇点特征
.

显然当0 一。
,
二 / 2

,
二

,

3 二/ 2 时

少 (“) -

一
+

一

奋
、。 :一‘)“‘fl “c o ““+ (J ‘

c o “ 2
“一 J ‘“‘n

Z
“, “‘11 口C O ““-

一
< 〔,

岁
“

(0) = (a 至+ a 里)。in
“
口e o 、“8一。

因此根据扩散过程奇点的定义可知
‘’a l : 0 , 二 / 2

, 二 , 3 二/ 2 均为扩散过程 0 的 左 s h u n L

点
.

这时根据K o z in 和P r o d r o m o u 〔” ’,
R

.

M i七e h C ll和 K o z in
’“」以 及 N io h io k a 〔’。〕的

讨论可知有结论
:

0在单位圆土的中心对称点处的不变测度形式相同
,

即

拼(0)二“(0士二 ) (3
.

29 )

峪区ltiJ[
一
件

,

牛
一

」上的不变测度为
L 乙 ‘ J

、.户‘、、尸了

1.q自

‘

了.、了.、

f
‘尸 ‘0)

。(0)一 i
/ ! ‘

LG F气“
一
专)

(
一

号
< “< 0

)

(
。< “< 号)

(3
.

2 0 )

其中

尸 (。)一岁
一 2
(。)附

一 ‘
(o )l

,
研 (。)、,

J 一
义

(3
.

2 1 )

通过对 (3
.

18 )以及 (3
.

2 0 )
、

(3
.

2 1) 的计算
卜

可知
,

当 0 任仁一 二 / 2 ,

叼时
,

不变测度以 0) 有形式

拼(0)
G

a 里+ a 圣
e x p (? f (0))(。in s)

a 一 “

(e o s o)声
一 “

0

e x p 〔一 , f(甲)」。in
一 a

切e o s
一
夕甲d 甲

一
见

(3
.

2 2 )

其 中

f(0)= e七9 0一 七9 0 (3
.

2 3 )

2 0 0

时 + 心

Za l
a l

·

卜毗

Zu 盆
J 子+ a 理

(3
.

2 4 )

积分常数G 可由不变测度川0) 的归一化条件

子‘(0 )d o ~ {

确定; 并有结论

/ ‘ ;』 ‘

晋 / 二
、

G
一 ‘

一 2
又}

一
普F (口)“口+ 、

。
户

’

气口
一
盲)d 口) (3

.

2 5 )
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四
、

最大的Ly
a p u n o v 指数与旋转数

由于扩散过程 0在单位圆周 卜的奇点均为左。hu n t点
,

因而根据一维扩散过程理论
〔’。〕
可

知
,

扩散过程e在整个单位圆周上是遍历的 (er g o di c)
,

于是根据 O se le d e c 的乘法遍历定

理 (M u ltip lie a tiv e e r g o d ie t h e o r e m )
〔‘3 〕
可知

,

对应随机微分动力系统 (2
.

3 )的最大的

L y a p u n o v 指数和旋转数

“一{织
_

一

奋
‘n ‘

。2

+ 。 2

)’

a 一

粤
C。

令
a r C‘g

(苦)

(4
.

1 )

(4
.

2 )

分别由下面两式确定

, 一万 [Q (o)」一、
z ‘

。(o)。(o)、o
(4

.

3 )

a == E [中 (0 )卜l
。
巾 (0)“(0 )d “ (4

.

4 )

L y a p u n o v 指数反映了系统 ( 2
.

1) 解平均的指数变化率
,

而旋转数则反映了单位向量 (s
, ,

s :
)的平均的旋转速率

.

先考虑最 大 的 L y a p u n o v 指数
.

将 (3
.

2 0 )
,

(3
.

2 2 )、 (3
.

2 4 )代入 (盛
.

3 )并作积分变换
“= t g o有

l{二
, (

。
):

le x p 。: j(
。
)〕

。一、u

(
“

_ _

e x p : 一 : , (
。
):

。一、。

几二一下不
王石 - 一一一

一

一一
, “

一
二

—
- -

—
一一一

下: e x p [ ? f(
。
)〕

。一 ’
d u

‘
e x p [ 一 , f (

。
)〕

。 一 ’
J。

(4
.

5 )

其中

f (
u
)

1
二二:

— 一 U
U (4

.

6 )

, ‘
·

, 一。十

ha
‘J ‘+ J , ·

2

,
一

而补
‘仃‘+ J , “

4

(4
.

7 )

1

夕1
一 万玉一 不二 盛

L, 1
. .

r 口 2
(4

.

8 )

式 ( 4
.

5 )中的积分式是超越积分
,

因而无法得到其精确的完全积分的解析式
.

由于噪声的强

度心
,

时是与
。
同阶的微量

, 。。

是一正常数
.

因而可以认为
, , , 护 , 一 ) + 。 很 大

,

这时运用

以下 的 L a p la c e
渐近积分定理可求得(4

.

5 )的渐近积分式
.

定理 (L a p la c e)
汇2 。 了

设 切 (劝和 h(x) 是定义在有限或半无限区间〔“
,

用
_

}几的实值连续

函数
,

且

( , ) 切 (x )e x p 〔h (劝 l在 L。
,

刀]
_

仁对每一丫值均 绝对可积 ;

( 2 ) h
‘

(x )
,

h
“

(、)是〔
、: ,

刀〕
_

!: 的连续函数 ,

( 3 ) h (二)在 a处取得最大值
,

_

巨h
‘

(x) < o

于是当 ? ” + 二时
,

有
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t 夕 1

、切 (X )e X P [ , h (x )〕d x ‘ 一切(a )e X P (, h (a )) 二万不不万蔽万
~

户 a , ‘ 气以 I 丫

若以上定理的 ( 3 )改为

( 3 )
Z h (x) 在君处最大值

,

且h
’

(户 > O ,

则 当下令 十二时
,

有
t 声

、
。切(尤)e X ” [ , h (% )〕d %岛 甲 (刀)e X ”(? h (刀) )

h
‘

(刀)甘

运用渐近积分定理可知
,

当叫 + 毗 ” 0时
,

有
“一

奋l支
〔·+ (· :

一
“+ · ; S ‘11

2
。卜 、·、C 0 5 4

。+ · ; 5 1一。): 、。

一 。+
一

合(
。 ; + J ; )+ o (。、

一

十J : )
2

(4
.

, )

五 一
〔Z

一典l二, {一
+
l古

一

‘· ;一 ; , + (“‘一
2
“+ J , ·‘·

2
“’]

·‘n “C。““

}
““(、一)

= 一 口。
十。

(a 呈+ a ; )
2

根据式 (4
.

9 )可知
,

当凡) o时
,

即当 拌》 一 (叫 十毗 )/s 时
,

系统 (2
.

1) 的样本轨线在概率

l的意义 上失稳
.

因而拼- 一 (川 + 。孟)/ 8是受白噪声扰动的分叉系统 (2
.

1) 的分叉点
,

它相对

于确定的分叉点 拼一 。(二
,

一 a Z
~ 0) 提前出现了

.

从这个意义 土来看
,

噪声项 的介入减弱了原

系统的稳定性
.

五
、

:

不变测度
、

极值与噪声导致的H o
Pf 分叉系统的二次分叉现象

对应于具有时齐解扩散过程的随机动力系统 (2
.

1 )
,

其不变测度 川们 定义 为 其 对应的

F P K 方程解一转移概率密度函数P (
u , t lu

。

)当才* 十二时的极限 (若此极限存在 )
.

原则上不

变测度总是与随机动力系统 (2
.

1) 的平稳解相关连 的
.

而所谓 (2
.

1) 的解过程
u
平稳是指 (

。,

动是概率空间 (M x 口
,

川上的平稳的向量随机过程
,

其 中口对应 于 W ie n e r 过 程的样本空

间
,

M对应于样本轨线
“一“

(t
, 。。 ,

司 的相空间
.

随机动力 系统 平稳解的重要意义 有如确定动

力系统的稳态解 (平稳点
、

零点
、

不动点 )
,

而不变测度的
“

不变性
”

的意义是指它对定义在

口上的推移算子半群的运算保持不变
.

这个性质与样本轨线所具有的对于相空间M 中的点映

射半群运算的
“

不变性
”

一道构成了概率空间(口 x M
,

心上有关随机流 (S t o c h a s ti c flo w )

和随机动力系统 (S t o c h a就 ic d y n a m ic al sy就 e m ) 的定义基本前提
.

实质上不变测度

的存在性与 (
。 ,

动的平稳性互为充要条件
.

不变测度的物理意义 在于它反映了系统长期性态在状态空间的分布几率关系
,

是对系统

长期性态的重要描述
.

尽管不变测度对于非线性随机系统分叉信息的把握并不全面
,

尚有一

定的局限性
,

但它始终将是随机分叉研究的一个很重要的辅助特征量
.

它对于随机系统失稳

扫否的判别机理与经典的离出问题 (e xi 七 p r o bl e m ) 的有关方法相一致
,

并且它与转变时

间件r a n si 七io n 衍 m e )一起构成了刻划噪声导致的转变现象与一般的混沌运动之间的差别的

较为有效的特征量
〔“’〕, 〔2 “{ .

为了进一步完善对噪声导致的分叉行为的刻划
,

这里我们通过对不变测度及其极值情况

的研究以考察随机分叉系统在经历了首次分叉以后
,

其可能出现 的二次分叉现象并确定其在

最大可能意义 下的分叉解
.

考虑对随机分叉系统 (2
.

1)引入新变量
,

运动振 幅
。
(t)和位相州 t)

,

以及变量变换
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u = a
(才)。in 叻(云)

, 。 = a
(才)e o s功(才)

,

叻(才)= 。。才+ 华(t) (5 一)

并认为
。
(约

, 卿 (约均是慢变随机过程
.

经此变换
,

可得分叉系统 (2
.

1) 的有关
。 , 卿 的标准方

程
￡a 3 告a

〔
。
一手

(卜
c o s Z。)」

+ 二 [ (a
l

省
;

(t ) +
a :

占
:

(t) )

(5
.

2 )

+ (
a :

省
:

(t) 一
a :占

,

(才) )e o 8 2叻〕

。

去

钾一三
5 In Z沪(a

,
占

l

(才) 一 a Z
若

:

(t ))
乙

(5
.

3 )

其中
。去。 : 一。 , , 。去a

Z
一。

:

且
。 , , a :

为正常数
.

对以上方程应用随机平均法 (就 o c h a o ti c a v e
ra gi n g

得有关振幅的It o 随机微分方程

d a ~ 阴
。
d r+ 。 。

d 附
。

(t )

其 中 平
。

(t) 是单位 的W ie n er 过程
, 。 。

是漂移系数
, 二。

是扩散 系数且

(5
.

4 )

m e 七玉1o d )
一

可

(5
.

5 )

阴
一(

。 /
+

警)一音
一

a “

一磁
。

(5
.

6 )

(5
.

7 )

。‘
二。+ 冬(a 至十

。孟)二K
O

(5
.

8 )

,。

一警(
。、+ a ; )二K

(5
.

9 )

上式中K 为白噪声过程砰
。

(t) 的常数谱密度
.

对应于It o 方程 (5
.

5 )的F P K 方程为

韶一撇(
。 ,

+

粤)a
一

尹」好
+

合器
仁用一

2
, 〕

(5
.

1 0 )

及其初值条件

P (a
, 才{a

。
.

t。), d (a 一 a 。

)
, t、 t。 (5

.

1 1 )

其中 夕 (。
, 才!a

。, 矛。)为扩散过程a( 约的转移概率密度函数
.

而扩散过程a( t) 的不变测度 “(a)

则满足 以下退化的F P K 方程

{[(
。 /

+ 鲁
乙

)一合
一

」
。(·)}

+

省斋
「

一
。‘

·
,卜

O

(5
‘

12 )立彻
一

的解

其中

.

对此方程直接积分可得

。(。)一(牛
一

、
“

、 刀沼口乙 /

a Z 哪 一 l

厂 (。 )

了 a z 、
e 入 D . 一 丁

—
一 .

一 、 艺阴 al /
(5

.

1 3 )

。 = 兰仁 > 。,

r (。)一l:
泊 e x p : 一‘:‘一

‘
d ‘

厂 (1n )称为伽玛函数

关于不变测度州
。 )的极值 , N a m a c h c h iv a y a 〔6

认为它具有重要的意义
,

他以为
:

( 1 ) 极值点的个数与位置是拼(a) 的最显著的特征 之一 它含有非线性随机系统稳态行

为的根本信息
.
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(2 ) 作为确定系统稳态行为的推广
,

当噪声的强度趋近于零时
,

ll( a) 的 极 值 趋近于

表现确定系统的稳态行为
.

( 3 ) 若a( 约是一遍历过程
,

则根据 O朋 le d e c 的乘法遍历定理可知
,

川a) 可 以被当作

样木轨线在
a 的邻域中停留时间的度

一

鼠
.

因此极大值表 示样木轨线在此点停留较多时间是稳

定的而极小值则相反
.

这个原理与离出问题对稳定性的判别相似
.

对于F P K 方程 (5
.

1 2 )
,

最大可能意义
一

}几的振幅 。由极大值 问题

d 拼 (
a
)

d a

d
“拼(

a
)

d a z (5 一4 )

确定
.

根据 (5
.

14 )的第一式 可得
a Z , 一 ‘> o , a Z

= 2拼‘一 。 a ‘

欲使上面的第一式成立
,

须 2川 一 〕> 0 ,

< 0

即当

(5
.

15 )

_
汀K

,

拼户
一丁万 气a 艾十 J 三)

l O

(5
.

16 )

、 ,
_

‘ ,
、

_

一
, 、 , _

兀K
,

时
,

‘

可得。= 0. 此时考祭 沙 .1 4 )阴弟 一式 目J知
,
乡 拼夕而

一

沙立十‘ 川,J’

d
“拼(

a
)

d a Z

根据(5
.

1 5 )的第二式可得

兀K
了 ~ 2拼

了

一 m 以一 2拼一 一不万 戈J 宝十 口主
O

要使有意义
,

须使 2拼 ‘一。 。 ‘》 O ,

即

兀K
,

拼少 下下一
L仃 主十 “主)

l O

(5
.

1 7 )

且由 (5
.

1 4 )的第二式
一

可知
,

当、、(
一

要
(J ; + J : ))时且在

。一 (2。一 2间’ 处有

d
“z‘(a )
一

~

于二互- 二

火
、 u

a U -

即当岭
。:

时
,

l’(
。
)在毗 取得极大值

.

而。一 (2l
, 一 2 0 2

)十 则对应于相空间中最大可能意义 之

下 的
“

颜 色最深
”

的极限环
.

此时系统 ( 2
.

1) 的分叉解的样本轨道的长期行为围绕在这个极限

环周围形成了一个边界模糊的区域
.

而这个极限环则反映了
, 拼》拼:

时
,

平均振 幅 a( t) 样本

轨道长期状态 的最大可能的运动
.

而 拼:

无 疑 可 以 认 为 是 系 统 除 概率 1 意义 上的分叉点

。一 。
1

(一橇
一

、J : + 。 : )
)
之夕卜的另一个最大 自]’“旨意义上的分叉

J

点
.

经过以土的分析
一

可知
,

系统 (2
.

1) 存在有两个分叉点
:

概率‘意义 上的分义点拼
,

和最大可

能意义土的分叉点脚且脚< ()< 拼: .

ltl 先于确定的H o p f分又系统的分叉点 娜~ 0 , 拼, 的出现使

系统的失稳提前了
.

当拼逐渐沿轴正 }旬经过脚时
,

平凡解
“ ~ O失稳 (概率 1意义上 )

,

并分叉

出非平凡的
。
(i)

,

但此时
“
(t) 并不能构成一极限环

.

它的具体形式待定
,

因而 拼, 不能理解为

概率 1意义土的H o p f分叉点
.

当拼穿过脚 时
,

系统出现了最大可能意义上的极限环
,

但由于

在“
,

( “簇拼
:

时
, “一 。是几乎肯定意义不稳定的

,

因而这个极限环已不能理解为 从
。二 o 分叉

出来的
.

而拼
:

亦不能理解为H o p f分义点
.
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厂
、 、

结 论

木文通过 对白噪声参激的H o p f分叉系统的最大L y a p u n o v 指数
、

旋转数以及不变测度

的考察获得了以下主要结论
:

参激 白噪声使得分叉类型产生了根本的改变
,

并使得分叉点的位置产生了变化
.

系统在

分叉参数经过第二个分叉点后将产生 最大可能意义
_

J:. 的极限环
,

而 当经过第一个分叉点后并

不能产生极限环
.

其分叉解的具体形式有待于进一步研究
.
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