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摘 要

本文从一维双曲型标量方程出发
,

以一个普通二阶有限元格式及由其单边对角化导 出 的一阶

单调型格式为基础
,

构造出一种具有单调性的杂交型有限元格式
.

为了向二维 E ul er 方程组情形

推广
,

所采用的开关函数是基于流场梯度的局部函数
,

并专门考虑了相邻单元的影响
.

二维 情形

的算例表明新格式可以明显抑制激波附近的振荡
.

关铭词 有限元 杂交格式 激波

一
、

引 言

由于有限元方法是采用非规则网格离散
,

可以方便地求解复杂边界问题
,

在高速可压缩

流动中也获得了广泛应用
.

但在非规则网格上构造具有高分辩率的有 限元格式 比在规则网格

上构造格式难得多
.

所以网格自适应技术是有 限元方 法中用来提高数值解分辩率的常用手段

之一 另一方面
,

借鉴差分法中成熟的思想和技巧在非规则 网格上设法构造具有较高分辩率

的有 限元格式也是提高有限元方法解题能力的有效途径之一
对一维模型方程的分析是研究多维流动问题的基础

.

在一维情形
,

G al e r ki n 有限元方

法等效于中心差分近似
,

因此对于对流占优的非定常传输问题 G al er ki n 解会产生非物理振

荡
.

在差分法中已发展了许多抑制这种振荡的措施
,

如迎风格式
、

杂交格式和 T V D 格式
〔‘’

等
.

有限元法在借鉴差分法的同时还必须考虑如何向多维非规财
。

网格情形推广
.

文 〔2 〕成功

地将文〔3 」提出的针对一维标量方程 的 T a y lo r 一G al e r ki n 有限元格式推广到多维方程组情

形
,

即L a x 一W
e n d r o ff型 T a y lo r 一G a le r k i n (L W / T G ) 格式

,

并已成为高速可压缩流

动问题中广泛采用 的方法之一 当然这方面的各种尝试大多还停留在一维情形
.

差分法中从一阶单调格式发展到
一

二阶无波动格式经历了数十年的努力
.

文 〔4 〕所提出的

杂交型差分格式是这期 间的过渡性格式
.

通过将普通的二阶格式 与单调的一阶格式组合成混

合格式
,

既保证了数值解在激波附近的单调性
,

也保证了在光滑区域的二阶精度
,

显然这种

杂交格式会比一阶单调格式的分辩率高
.

本文的目的是针对多维问题构造单调的杂交型有限

元格式
,

并力图得到优于现行人工粘性方 法的分辩率
.

首先
,

本文从一维双曲型标量方程出发构造单调的杂交型有 限元格式
.

前面提到的 LW /
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T G 格式在不加人工粘性修正时是二阶精度 的
,

分析表 明如果对有限元方程左端的系数矩阵

做对角化处理则所得方程可等效成一阶耗散型的单调格式
.

构造一个开关函数将二阶非单调

格式和一阶单调格式组合起来
,

使得在光滑流场区域由二阶格式起主导作用
,

而在激波附近

由一阶格式 占主导
.

从另一方面讲
,

这种杂交格式也可理解成是一阶和二阶格 式 的 加 权平

均
,

而权函数正是所构造的权函数
.

本文利用 当地流场梯度和相邻单元信息构造出两种适用

于二维非规则 网格情形的开关函数
.

二维算例表明数值解对激波的分辩率比人工粘性方法有

明显改善
.

一
_

一雄情形的朴析. . . . .‘ 、 呼户 神一 . 刁 刁 产 ‘产 r ,
廿 Z 廿 . , I

本节考虑一维标量方程的初边值 问题
。:

+ f
:

一。
, 。

(x
, o )~

。。

(大) (2
.

1 )

将求解区域口均匀离散
,

网格节点定义为 x , 一]’h
,

将时间坐标离散成尸 = ”△t
,

其中j和 n

是整数
,

吞和At 代表空间和时 间步长
,

即节点为和 x , 十 :

的连线为单元
‘ .

求解的目的是在给定

尸时刻解的情况下
,

利用特定的格式进行迭代求出下一 个 时 刻 尸
+ ‘的 解

.

首先
,

这里采用

E u le r格式对 (2
.

1) 进行时间离散
,

即

(
。. 十 ‘一 u ”

)/ 么才= 一 f二+ O (么t ) (2
.

2 )

将每一时刻的未知函数
。
(x) 表示成

u
(x )= 乙

u , N ,

J

(2
.

3 )

其中均代表未知量的节点值
,

{N , }是一维线性插值 函数
.

将 (2
.

3 )代入 ( 2
.

1 )并将所得方程

与 (2
.

3 )中的插值函数 {N , }做内积得到G al e r ki n 有 限元方程
,

写成矩阵形式为

B 。: 。厂
十 ‘
= B ‘:u厂+ R

‘

(i
,
l~ l , 2 ) (2

.

4 )

其中B 为相应的系数矩阵

X 了+ z

B , :

h r 2 1〕

I V ‘I V 王d X ~ 二
一

1 1
b L I Z J

(2
.

5 )

* , 一△,

(万
‘

)‘ (2
.

6 )

这里了
。

代表单元
。
中的平均通量

.

对有限元方程 (2
.

4 )两边的系数矩阵做对角化处理
〔“〕,

得

B于, “夕
+ ‘~ B于

, u
罗+ R ‘

其中B 石
是矩阵 B 的对角化形式

(2
.

7 )

_ ,

人r 1 0〕

万
.

~ — 1 1
Z L八

,

」
U 1

(2
.

8 )

将两相邻单元
“一 l和“的对角化单元方程做合成

,

。琴
+ ‘

~ u ; 一久(了
。 一了

。 一 ,

)

对节点j可得有 限差分方程

其中几~ △t/h
.

(2
.

6 )中的通量是当做已知的单元常量来处理
,

时间层计算的,

(2
.

9 )

其数值是在每个单元中扶中间
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将才= 户
‘’‘“
时刻的未知量对尸时刻做T a y lo r展开

,

⋯
’·2

一等
, ;

(2
.

1 0 )

在单元。中对(2
.

1 0) 做积分
,

对 t二 t”时刻的函数
u和 f做线性插值近似

,

得

l
。 。

一
d X 一

l
。 。

N 了d ·。卜粤l
。 。

N J , ·
d X‘:

(2
.

1 1 )

将才二尸
十 ’/ “

时刻的函数
。
近似成单元常量

,
得

““
· ‘’“一

告(
· : + · : 一

)
一

普(
, :一 , :

) (2 一 2 )

进而得 (2
.

6 )中的平均通量为

了
。

= f (. 雷
+ “ 2

) (2
.

1 3 )

这种计算平均通量的 方法只涉及到当地单元
。
中的积分

,

因此可以不经过合成而直接得出
.

对于线性对流方程
,

有f = au
,

利用 (2
.

9 )
、

(2
.

1 2 )
、

(2
.

1 3 )可得如下熟知的格式
. 、 , 一 V .

” ;
丁

‘

== “ ; 一万 又“ ;
+ ‘一 “

:
一 ,
) +

誓
(
·
:

+ 1 一 2。 : +
· ; 一

(2
.

14 )

其中
, = “△才/h

.

可见对角化的G al e r k in 有限元方程 与有限差分法中的 L a x 一
W

e n d r o ff 格

式是完全等价的
.

另一方面
,

如果只对 (2
.

4 )的左端实施对角化
,

则对应于 (2
.

7 )
、

(2
.

9 )和 (2
.

14 )分别有

B ‘“” + ’= B 。” + R (2
.

1 5 )

。 :一含(
。 ; 一 + 4 “ ; +

: ; 一 )一“(, : 一 , : 一)
‘

(2
.

1 6 )

。
:
· ’一“

; +借(
“ :一

2 , V I ,

个“ ,
一 ‘) 一 万 、“ , + ‘一 u

:
一 ,
)+

警
(
· :

+ 1一 2 · : + ·
;

(2 一 7 )

从等价的有限差分方程 (2
.

1 7 )可以看出其右端的第二项是由单边对角化产生的
, 该项代

表二阶导数h、
: ,

邝
,

所以可以说有限元方程的单边对角化等价于对原方程增加正耗散项
,

所

得格式是空间一阶精度的
.

根据G o d u n o v 〔“’的结论
,

形如

u ;
斗 ’= E

a o u ;
+ 。 , a 。二 e o n 。七a n 七 (2

.

15 )

的线性差分格式 当且仅当

a 。> o (k ~ 1 , 2 ,

⋯
, 。)

时成为单调格式
.

因此差分格式 (2
.

1 7 )连同与其等价的有 限元格式 (2
.

15 )当满足
‘

v
《 以 2 / 3

时是单调格式
.

这个有条件单调的有 限元格式 (2
.

15 )将在下节用于构造杂交格式
.

(2
.

1 9 )

(2
.

2 0 )

三
、

一维杂交型有限元格式

人工粘性修正是差分法中早期用于减少数值解在激波附近振荡的较直接的方 法之一
,

也

是有限元方法中较早获得成功的方法
〔2 ’.

差分 法中提高激波捕获质量的另一种途径是设计具

有保单调性的格式
.

数值解的单调性是指在随时间迭代的过程中解本身不会有新的极值点产
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生
,

也就是说如果初始值没有波动
,

则数值解将保持为无波动的
.

根据 G o d u n o v 的结论
,

线性格式如果是保单调的则其精度最高为一阶
.

但一阶格式耗

散太强
,

对激波的分辩率很低
,

所以一般不会采用纯一阶格式求解有激波的 问 题
.

近 几 年

来
,

差分法中陆续发展起来一些既保单调又具有二阶以上精度 的高分辩率格式
.

这些格式 中

所采用的平均通量是非线性的
,

所形成的格式也是非线性的
.

在一维情形构造高分辩率有限

元格式并无太大困难
,

但由于网格的非规则性使得一般格式很难向多维情形推广
.

文 〔7 〕在

权函数中引入非线性修正量
,

得到宁相当 于 T v D (T o ta l v a r ia 、io n D im in ish in g )差

分格式 的高分辩率有 限元格式
.

文〔s] 也构造出了相 当于 T v B (T o ta l v a r ia 七in n B o n
-

d e d) 差分格式的另一种高分辩率 G al e r ki n 有 限 元 格式
.

但所有这些 格式均未能推广 到

多维非规则 网格情形
.

事实上
,

不论差分法还是有限元法
,

真正的多维特征型格式的构造还

有待于多维 R le m a n n 问题数学理论的进一步发展
.

杂 交型差分格式 曾是由人工粘性方法到特征型高分辩率格式发展过程中的过渡性处理方
法之一 借助一个人工构造的开关函数将一娇单调格式和二阶普通格式组合起来

,

这相当于

每一时刻都用 两种格式的加权平均作为实际界用的格式
.

权函数是变化的
,

以使得在保持单

调性和 精度的前提下尽可能使二阶格式的权重一些
.

文 〔9 〕曾设计了 F C T (F lu x C o r
-

r e C七e d T r a n s p o rt )有限元格式
,

其实质也是高低价格式的混合格式
,

两种格式的结合准

则是基于有限差分 法中反扩散的概念
.

由F C T 格式求得的效值解比人工粘性方法波动减少
,

分辩率有所提高
.

尽管反扩散修正所带来的计算量和判断过程均很复杂
,

但这毕竟是将规则

网格上的方法移植到非规则 网格上的一个成功例子
.

由于在非规则 网格上直接构造高分辩率有限元格式的条件还远不不具备
,

而人工粘性方

法即使结合网格自适应技术也不能完全满足工程需要
,

为了提高有限元解对强 激 波 的 分辩

率
,

扩大有限元方
、

法的解题能力
,

本节参考文〔4 〕中有限差分法的思想并在上节所述有限元

格式的基础上构造杂 交型有 限元格 式
.

一般的杂交型格式可写成
:

。 ;
+ ‘= OL

,

畔 + (1 一 0)L
: u 几

(3
.

1 )

其中e是无量纲开关函数
,

L ,和 L
Z

分别代表一阶和二阶格式的相应算子
.

显然
,

当 0~ o时
,

格式为二阶 , 当 0 ~ 1时为一阶
.

利用 (2
.

4 )和 (2
.

1 5 )构造杂 交型有限元格式如下
:

B L占u . + ‘二 R + 0 (B 一 B L
)
u ”

(3
.

2 )

其中d u ” + ‘

= u 介 半 ‘一 u ” .

相应于 (2
.

1 6 )和 (2
.

1 7 )有

。“ ;

一
“(,一 ,一) +借

〔一“一 ‘
。 : 一 “ : 一 ) + “

·

(
“ :一

“ : , 〕 (3
.

3 )

0
, _

“芬
’

‘

~ “ , + 万 Lu ;
+ ’一 艺u ; 十 “

V
一 l ] 一

一

万气u 少
+ 1 一 u 令(

u号
* , 一 2 。孚+ u ;

一 ;
) (3

.

4 )

(3
.

4 )的改型方程可写成

0
, 。 c

, , ,

幼 .
+ c“ :

-
一二一八

‘ u 二 :

一 一万 儿
“

Ll 一 梦“ )“
二 : 二

O O
(3

.

5 )

(3
.

4 )的稳定性条件为

0》 o , ,
( l (3

.

6 )
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将 (3
.

4 )改写成
u 孚

+ ‘= u ; + C
+

(
u ;

+ , 一 u ; )一 C
一

(“; 一
u 琴

一 :
)

其中

(3
.

7 )

c 一抓
一
计杆勺

,
c 一告(’v+ vz+ :) (3

.

8 )

根据文 〔门的结论
,

形如 (3
.

7 )的格式当满足

C
+

> o 妥 C
一

《 o ,

C
+

+ C
一

《 1 (3
.

9 )

时是T V D 的
.

于是知格式 (3
.

2 )的单调性条件是在激波附近须满足

3 v
(1 一

v
)《 0《 3 (1一

,
) (3

.

1 0 )

光滑区域和激波区域没有明显界线线
,
开关函数的设计须使得一阶算子在流场参数变化剧烈

的区域占主导
,

即 0二 O (l); 而在光滑区域以二阶格式占主导
,

即 0二O (h )
.

组合的结果应

使得数值解在激波附近的单调性得以保持
,

也同时避免在光滑区域不必要的耗散
.

一般来讲
,
开关函数应满足如下条件

:

(l) 对激波敏感 ,

(2 ) 数值解在激波附近保持单调性 ;

(3 ) 在光滑区域二阶格式 占优 ;

(4 ) 格式具有守恒性 ,

(5 ) 便于向多维非规则 网格情形推广
.

因此
,

针对杂交格式(3
.

2 )定义如下开关函数

o
e

二 m in [C o m a x (0
, ,

8, + :
)

, 1〕 (3
.

1 1 )

其中

青‘
二 (

·
)一 (一 ‘) }

月 , , 、 ,

二
,

一
,

乃~ } u
:

气e ) J十 zu
:

又￡一 1 ) } (3
.

1习

‘J.、.妞

一一
口月

这里
。 :

(
“
)代表未知量在单元

“
内的导数

,

Ce 为调节系数
,

一般取值为 1~ 2
.

e,
是节点函数

,

而 0e是由两节点处的 巧定义 的单元开关函数
.

由以上定义可以看出
,

当节点 j处于局部极值

点时
,

其两侧单元中的
“二

符号相反
,

致使 0 , 一 l ,

格式 (3
.

2 )表现为一阶精度
.

因此
,

由(3
.

1 1)

所定义的开关函数对于激波和局部极值点是敏感的
,

并能使格式 自动地在这些区域降为一阶

精度
.

很显然
,

由于格式 (3
.

2 )连同开关函数 ( 3
.

1 1) 只涉及本单元的局部导数
,

不论单元是

否规则均可方便地计算
,

所以该格式容易向多维非规则网格情形推广
.

四
、

向二维E ul er 方程组推广

无粘可压缩气体流动的控制方程是E ul e r 方程组
,

在二维笛卡儿坐标系 (xl
, 二 :

)中写成

守恒形式为

aU

日t

口F ‘

+ 轰冬
O不‘

(4
.

1 )

其中
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J

~

P“‘

P u , “‘+ P己‘
,

Pu : “‘+ P占‘
:

“‘
(p

。+ P)

(4
.

2 )

了

l
盗

一一
F

、

⋯
r

p
Pul瓶Pe

了

⋯
、

一一U

里这
“ ; ,

姚表示速度分量
, p为气体密度

,
P为压力

, 。
为总比能

,

山 ,为K r o n e c k er 函数
.

连

同完全气体状态方程

P= (? 一 l)p (
e 一 u

: / 2 ) (4
.

3 )

使 (4
.

1) 成为封闭方程组
.

其中v为气体的比热比
.

在适当的边界条件下上述方程组成为适定

的
。

将二维求解区域离散成三角形单元
,
构造相应于一维格式 (3

.

2 )的二维杂交格式求(4
.

1)

的数值解

B 于
。d 犷

+ ‘~ R ‘+ H
‘

(4
.

4 )

其中

H
‘一“
(军

B ‘, U , 一 B ,
‘U :
)

,

“
,
“一 ‘

, 2 , 3 , (4
.

5 )

因为 B于
, = 乙 B ‘。

H
‘= 氏E B ‘, △, ‘U

”

(4
.

6 )

H
‘= 艺 0‘, B ‘, △, ‘U

”

夕
(4

.

7 )

其中 么办U
”
一U ; 一 U :

通常选用对间断敏感的变量构造开关函数
.

一般来讲
,

气体密度对膨胀波
、

激波和接触

间断均很敏感
,

但当流场中只包含激波时压力是更有效的敏感参数
.

定义

8
。

= m in (0
‘ , l) (4

.

8 )

其中

,
,

△t
口

‘ 二二 二
七

。 一二, , 一
“
△ t

e

h
。

! V P {

尹
(4

.

9 )

这里△灯份
。

等效于对不同单元尺度所进行的修正
.

歹为单元平均压力
.

C 。
为调节系数

,

其值

取为 3“ 5
.

为了进一步减少格式的耗散性
,

可按比( 4
.

8 )所定义的单元开关更加局部化的方式来定

义开关函数
.

当(4
.

4 )中右端第二项写成 (4
.

7 )时
,

开关函数 0‘, 可 以看成是基于两节点间相

互作用的边开关
.

一阶和二阶导数都可以用来构造局部开关函数
.

在线性单元中一阶导数是

常量
,

基于一阶导数的单元开关函数可以在本单元 内构造
,

而构造基于二阶导数的开关函数

则相对较复杂
,

相邻单元的信息通常必须考虑在内
.

当在一个节点或一条边上构造二阶导数时
,

如果试图将所有相邻单元都考虑在内
,

则 由

于网格的非规则性会使计算量和 内存增加很多
.

本文采用准一维方法构造沿特定方向的二阶
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导数
,

见图 1所示
.

将连接节点‘和j的边向其两

侧延长
,

这两条延线将分别与两个相邻单 元 L

和 R 相交
,

在这两个相邻单元 中可分别计算出
一>

流场参数沿 l’j 方向的一阶导数
,

然后利用三条

线段上 的一阶导数分别在平均的意义 上构造节

点i和 j处的二阶导数
,

即

0‘, = m in [ D em a x (口
‘,

0, )
, l〕

其中

圈1 相邻单元和边开关

(4 一 。)

一

(之
’v”‘“’

‘

“一 v ”“”

一

(赏
’v”‘“ ,

‘

“一 v”‘“”

几】
,

(4
.

1 1 )

几}
,

A 笋 O

A ~ 0

B 铸 0

B = 0

(连
.

1 2 )

A 二 】V p (
e
)

·

几}+ }V p (L )
·

花}
,

B ~ 】V p (e )
·

几1+ }V p (R )
·

花!

这里 V p (
。
)表示单元

e
内的密度梯度

,

花为沿‘j方向的单位向量
.

D ,
为 调 节系数

,

(4
.

1 3 )

其值取为

1
.

5、 2
。

O
。

需要指出的是
,

如果采用 (4
.

1 1) 和 (4
.

1 2 )直接作为节点开关函数
,

则不能 保 证 格式守

恒
,

从而会导致错误的激波位置和强度
.

上述杂交型有限元格式需满足如下C o u r
an t型稳定性条件

:

△‘一 m 势[刀h
·

/ mea
x (IV I+

“
)] (4

·

‘4 )

其中V 代表流体速度
, c
代表声速

,

凡为单元的代表尺度
,
刀为安全系数

,

其值取为0
.

8
.

五
、

算 例

本节选取两个算例 以检验上述杂交型有限元格式的效果
.

第一个算例是模拟二维压缩拐

角的超声速绕流
,

拐角为 1 5
“ ,

马赫数为M oo = 3
.

0
.

初始网格为 33 X 17 均匀划分
,

共 1 0 2 4

个三角形单元
,

采用杂交型格式连同开关函数 (4
.

5) 迭代求解Eu le r 方程组得到稳态解
.

当在均匀 网格上求得稳态解后再采用同时包括 网格加密和稀疏技术的 自适应 方 法
【‘。’
对

原 网格划分和节点分布进行调整
,

然后重新进行计算以进一步提高数值解的分辩率
.

计算结

果示于 图 2
,

为比较起见
,

采用人工粘性方 法
〔2 ’以及完全相同的网格自适应准则所计算的结

(a) 人工粘性方法 (b ) 杂交型格式连同单元开关

图 2 二维压幼拐角续流的称压圈
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果也附于图中
.

需要指出的是所用网格自适应技术既包括 网格局部加密
,

也包括局部稀疏
,

所以调整的结果是使节点分布较多地趋近于激波附近区域
,

而节点和单元总数增加不多
.

由

两种结果比较可见杂交型格式在激波附近波动较少
,

激波宽度较窄
,

这说明杂交型有限元格

式对激波的分辩率比人工粘性方法高
.

第二个算例是模拟二维圆柱的超声速绕流
,

马赫数为 5
.

0
.

初始网格为 2 5 x ZI C 型网格
,

共 9 60 个三角型单元
.

采用两种不同的开关函数结合 网格自适应技术所得计算结果示于图 3
.

其中图 3 (a) 采用 由(4
.

8 )定义的单元开先 图 3 (b) 为 (4
.

1 0) 所定义的边开关
.

显然
,

采用边

开关时波动较少
,

且激波更清晰
.

因此可以说 采用杂交型有限元格式连同局部边开关函数在

保证格式守恒的前提下有效地提高了数值解对于强激波的分辩率
.

)
又a) 采用单元开关 (b ) 采用边开关
圈 3 用杂交型有限元格式计林的二维日柱烧流的称压圈

六
、

结 论

本文针对一维情形构造了杂交型有限元格式 并推广应用到了二维 E ul e r 方程组情形
.

研

究了两种类型的开关函数
,

其一是基于本单元 内压力梯度 的单元开关 , 其二是按照一维方式

针对三角形的每条边利用其两端延线上的两个特殊的相邻单元构造的基子密度二阶导数的边

开关
.

二维算例表 明就减少激波附近波动来讲后者效果更好
.

另一方面
,

有限元 法由于网格

的非规则性在构造高分辩率无波动格式方面仍进展不大
.

本文在人工粘性方 法的基础上探讨

了杂交型有限元格式
,

使数值解对激波的分辩率有明显提高
,

结合 网格自适应技术可以成为

适合于包含强激波绕流问题的一种实用有效的分析手段
.
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