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摘 要

本文应用双三次乘积型二元B样条函数来构造弹性地基板的位移
、

弯矩和扭矩等多种场 函

数
,

由混合变分原理导出多变量样条元法方程
.

文中
,

对弹性地基板的弯曲
、

振动与稳定问题作

了分析与计算
.

由于
,

本文方法设定了各自独文的场函数
,

因此
,

所算得的场未知量如位移
、

弯

矩和扭矩值的精度均比较高
.

关询健 多变量样条元法 双三次B样条 弹性地基板

引 言

弹性地基薄板结构在土程上有着广泛应用
,

随着科学技术和工程建设的迅速发展
,

弹性

地基模型及计算方 法也得到了相应的发展
.

如地基模型有文克尔地基
,

符拉索夫地基及半无

限弹性体地基等
.

它们适应于不同的实际地基情况
,

在计算方 法上有有限差分法
,

有限元 法

和样条有限元法等
.

样条有限元法在分析板壳结构的静力
、

振动
、

动力响应和稳定间题方面
,

已有了不少研

究
.

恩梯斯(H
.

A n te幻
〔‘〕

提出了板弯曲问题上采用双三次基样条 , 石钟慈
〔2 ,
应用三次B样

条函数求解薄板弯曲问题 ; 水泽富作 (T
.

M iz u sa w a)
〔“’
提出了应用样条函数求解斜板的振

动与屈曲问题 ; 张佑傲 (Y
.

K
.

C h e u n g )
〔‘’
提出了样条有限条法 ; 沈鹏 程 等

〔“
一

“’
应 用 三

次
、

五次样条函数分析加 劲板壳的静力
、

振动
、

动力响应和稳定问题
.

本文采用双三次B 样条

函数来构造弹性地基薄板的横向位移及多种内力的独立的场函数
,

应用二类变量广义变分原

理导出多变量样条元法分析基础板的方程组
.

文中
,

给出了若干数值算例
,

计算精度满意
.

二
、

弹性地基板的多变量样条元方程

有限元法是基于各种变分原理建立起来的
,

如有限元位移法是基于最小总势能原理
,

它

把求解偏微分方程的边值问题转化为求总势能的极小值问题
.

弹性力学中的二类变量的广义

朴

国家自然科学基金资助项目

1 合肥工业大学计算中心
,
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变分原理是由哈林格一赖斯纳 (H el h n g er 一R ei s o n e r) [ 18 ] p
.

38 4 提出
,

它是混合有 限元

法的理论基础
.

弹性薄板的二类变量广义变分原理是胡海昌
￡‘昌’
提出来的

.

本节根据上述理论

推导出弹性基地板的多变量样条元法方程
.

弹性地墓板的混合 能t 泛函
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式中

、..几了..了C :

—
固支边界上

, 田 = 匆 , a切 / an = 杯

C :

—
简支边界上

, 却 = 勿
,

M
。

二刀
,

C
3

—
自由边界上

,

M
。

= 卫
” ,

aM
, ,

/ 。s + Q
,
二口

(2
.

2 )

才一薄板厚度 ; E 一薄板弹性模量 , 拼一泊松比
.

容易验证
,

若以位移和 内力分别对混合能量泛函变分为零
,

可得弹性地基板的几何与平

衡方程及其边界条件
.

对于弹性地基板弯曲
、

振动与稳定问题
,

在齐次边界条件下
,

其混合能最泛函为

“
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气一文克尔地基常数
,
k = 气刀 / D , 炕一薄板的质量密度 , 凡一振动特征值

.

2
.

2 内力与位移场函数

现取弹性地基薄板的弯矩对
. ,

M
, ,

扭矩 M
, , 和横向位移切作为各自独立的场变量

,

应

用 双三次乘积型 B样条函数来构造多变量的场函数
,

即有
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。= [必 (x ) ]À [中 (夕) ] {D }

[中 ( x ) 〕= [价一 : (尤)价
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基样条甲。

(x/ h+ l)
, 切。

( x/ h)
, 切。

(x /h 一 1), ⋯ , 其图形见图 l ,

, 3 (青
+ 1 ) ; 3 (旁)

; 3(奇
一 2 )

式 (2
.

10) 图形见图 2
.
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圈
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弹性地 基薄板的多变里样条元方程

现将式 (2
.

5)
、

(2
.

9 )代入式 (2
.

3 )
,

并有混合能量原理
,

即
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荷载项
,

对均布荷载
,

三角形荷载与集中荷载分别为
1

.

均布荷载
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, 、

二
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三角形荷载

:
。/ , ( 二)」d / 一“汇

一

击 告晶
2 3 ⋯ 3 (N 一 2 ,

(鱼里 _ 兰丫丝_ 生丫丝 - 一三 、1
\ 4 10 1、 3 5 1 、2 4 1 2 0 1」

(2
.

2 1)

集中荷载

占( x 一雪
, 刀一 叮) L巾 (、 ) 」À L巾 ( , ) Jd 大d 夕二 L中 (雪)」À L少 (叮 )」 ( 2

.

22 )

其中
,

亡
, 刀为荷载作用点坐标

.

现根据式 (2
.

12)可分别得到弹性地基板的弯曲、
振动及稳定方程如下

;
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振动与稳定问题 7 2 9

}
[F ]

(2
.

2 3 )
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由式 ( 2
.

2 3 )
,

(2
.

2 4 )和 ( 2
.

25 )
,

可对薄板进行弯曲
、

振动和稳定的分析与计算
.

(2
.

2 4 )

( 2
.

2 5 )

三
、

数 值 算 例

根据上面各公式
,

我们编制了P O R T R A N 一77 计算程序
.

下面一些数值算例均在 V A X -

1 1 / 7 8 0超级小型计算机上实现的
.

其计算成果均列于下述各表中
.

衰 1 四边筒支弹性地基板中点处挠度与奄矩位
,

板承受均布荷艘

网格 田刀/ q L 月
M

二

/ 空L
, M ,

/ qL ,

4 X 4

6 X 6

8 X 8

精确解 [ 1 9 ]

0
.

004 062 99

0
.

004 062 51

0
.

004 062 4 7

0
.

00 4 06

0
.

047 838 20

0
.

04 7 87 836

0
.

04 7 885 5 3

0
.

04 7 9

0
.

04783 81 9

0
.

04 T8 78 3了

0
.

04 7 88 52 7

0
.

04 79

k二 6

4 X 4

6 X 6

8 X 8

0
.

00401026

0
.

004 00984

0
.

004 00980

0
.

04 7 1 64 3 7

0
.

04 72063 8

0
.

04 7 2124 0

0
.

04 716 43 了

0
.

04 7 205 47

0
.

047 2125 1

k= 1 00

4 X 4

6 X 6

8 X 8

0
.

0 03213 23

0
.

003213 7 0

0
.

003213T6

0
,

036 99015

0
.

03 704277

0
.

03 7 06036

0
.

03699016
、

0
.

03704 283

0
.

03 7 05 05 4

衰2 四边简支弹性地共板中点处烧度与有矩位
,

板中点承受粼中掩峨

网格

掩= 0 8 X 8

k = 5 8 X 8

k = 100 8 x 8

精确解[ 19 ]p
.

143( k= 0 )

二D /尸L Z

0
.

0115 8290

0
.
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0
.
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0
.
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M
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0
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0
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0
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0
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0
.

3 0 0T625 2

0
.

2 7 4898 38

裹3 四边固支弹性地荟板中点处烧度与鸯矩位
,

板承受均布街雌

左= 0
.
精确解 [22 ]

k= 5

k= 100

网格

8 X 8

_ {
一

一二望鱼竺
_ _

_ {-一兰竺竺一一⋯_
_

垄竺上一
0

.

001 26 5 4 1 一 0
.

022 82 1 57 一 0
·

0 2 2 82 1 5 1
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0
.

0012 6 53 2 0
.

022 905 1 一 0
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02 2905 1

8 X 8

吕X S

0
.

001 26 032

0
.

00117 05 5

0
.

0227 17 01

0
.

0208? 5 6 3

0
.

0227 1 698

0
.

02 087 5 59
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衰4 两对边简支
,

另两对边固定弹性地甚板中点处镜度与奇矩位
,

k= 0

精确解 [19〕p
.

i8 7

k二 6

k= 100

网格

8 X 8

切D / g L
4

M
二
/ g L

z

板承受均布荷毅

⋯ M
,

/ qL
,

8 X 8

8 X 8

0
.

00191 72 5

0
.

00192

0
.

001905 44

0
.

001 7 05 00

0
.

024 37 094

0
.

0244

0
.

024 198 99

0
.

021 2855 1

0
.

03 3191 1 5

0
,

0332

0
.

032 96581

0
.

02 914 5 35

表5 一边固支
,

另三边简支弹性地甚板中点处挽度与有矩值
,

板承受均布荷旅

网格

1 0 X 1 0

却刀/ q L
‘

M
二

/ qL M
,

/ qL
,

九= 0

精确解[ 19 ] p 19 4

儿= 5
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1 0 X 1 0

0
.

002 7 85 5 1

0
.

002 8

0
.

002 7 6019

0
.

0023 5 216

0
、

0 3 3 88 7 80

0
.

0 34

0
.

0336463 1

0
.

02804 886

0
,

03 9184 16

0
.

039

0
.

0387976字

0
.

03 257 635

衰6 四边简支弹性地荟板组率
,

板舰分为不同网格

主书于。一 a ·

去
(。z , ‘)‘/

·

衰了 四边固支弹性地荟板级率
,

板剖分为不同网格

a 爷

k = 0

网格

4 X 4

6 火6

8 X 8

3 6
.

01 73 1

3 5
.

99 3 66

3 5
.

98 7 93

1 3 4
.

5 9 3 86

1 32
.

004 26
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.

64 7 81
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‘

!
3 5 .99 }

;
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⋯二

_
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1

耐 一 { ~
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4 X 4
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8 X 8

3 6
.

08 6 6 7

3 6
.

062 9 7

3 6
.

05 7 09

1 34
.

612 44

1 32
.

023 21

1 3 1
.

6肠7 8

秃= 100

4 X 4

6 X 6

8 X 8
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表8 两对边筒支
.

另两边固支板组率
,

板剑分为不同网格
侧. . . . . . . . . . . . . . .

网格 }
。.

掩= 0

4 X 4
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8 X 8
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.
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, 。
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8 X 8
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3 0
.

63063

3 0
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62778

衰 9 一边圈支
,

另三边筒支板绷率
,

板例分为不同网格

k = 0

网格

4 X I

6 X 6

8 X 8

[ 20〕

4 X 4

k = 1 00 6 x 6
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2 3
.
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.
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.
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.

64

2 5
.
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2 5
.
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2 5
.

6 72 34
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衰 1 0 两对边简支
,

另两对边固支弹性地璐板的临界荷续
,

板创分为不同网格

网格 刀
.
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.

8973

浪 11

网格

k= 100

4 X 4

6 X 6
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1 0 X 10

一边固支
,

另三边简支弹性地荟板的脸界荷截
,

板剖分为不同网格
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衰 12 四边简支板临界荷旅

用
。称 网格
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8 X 8

8 X 8

M
.

S
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E
.

M
.

3 9
.

4 7 7 93

6 1
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6846 9
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.

903 1 9
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32弘

精确解 [21 ]
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.
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6850

1 0 9
.
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.

32 92

M
.

S
.

E
.

M
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—
多变量样条元法

语

本文方 法基于二类变量广义变分原理及多种场变量的概念
.

场函数均应用双三次乘积型

二元B样条函数来构造
,

其优点是未知量少
,

连续性强
,

逼近精度高
,

系统方粗直接得 到
,

易于在计算机上实施工程问题的计算
,

便于推广应用
.

由于 同时采用内力与位移作为独立未

因此
,

内力与位移的计算精度均 比较高
.
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