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摘 要

本文考虑解线性方程组经典迭代法的异步形式
,

对系数矩阵为H 矩阵
,

给出了异步迭代过 程

收敛性的充分条件
,

这不仅降低了文献【s] 对系数矩阵的要求
,

而且收敛区域比文献 [s 」的大
.

关匆词 异步迭代法 松驰方法 线性方程组

一
、

异步松驰迭代法

科学与工程的许多重要领域已经并正在提出越来越多的大型或超大型科学计算问题
,

这

些计算问题中有许多又直接或间接地归结为大型或超大型线性代数方程组

A x = b A〔R
“ ‘”

非奇异
,

b〔R
”

已知 (2
.

2 )

的求解
.

并行计算机的出现
,

使这些问题 的求解成为可能
.

为有效地使用并行计算机
,

必须

设计合理的并行算法
,

本文考虑用异步松驰迭代法求解线性代数方程组
,

其
,

目的 是能 够 在

M IM D 系统上求解线性代数方程组时
,

充分发挥各处理机的效率
.

关于异步迭代法
,

已有一些文献论及
.

1 9 6 9年
,

C h az a n 和M ir a n k er 在文献川 中提出

了解线性系统的混乱松驰法
,

给出了线性迭代 x = B x + ‘的收敛性定理
,

即 当以 IB })< 1时
,

此迭代过程异步收敛
.

19 78 年
,

B a u d et 在文献〔幻中给出了非线性迭代 x = F x 的收敛性定

理
,

即 当 F 是尸 压缩时
,

迭代过程异步收敛
.

1 9 9 2年
,

迟学斌
『“’
研究了 J a c o bi

,

G a u ss
-

S ei d el 迭代及其松驰型迭代的异步收敛性
,

得到了当系数矩阵为M 或严格对角占优矩阵
,

及松驰因子 。满足 o < 。《 1时
,

迭代过程异步收敛
.

本文给出的异步松驰迭代法
,

以A O R 方

法为基础
,

研究了当系数矩阵为H 矩阵时的收敛性
,

所得收敛性区域比文献 〔3〕的大
.

另外
,

本文提出的异步松驰迭代法具有比文献【3〕中方法适应面广
,

灵活性强
,

收 敛 速 度 快 的 特

点
.

为讨论方便
,

下面引入文献 〔2 〕中关于 % ~ F x 的异步迭代的定义
,

为此
,

记 F 戈的第 ‘个

分量为f
‘
(x )或f

‘
(x

, ,
⋯

, x 。

)
, i~ l ,

⋯
, 。 ,

R
”

中向量序列记为戈 (专) ,
k = o , 1 ,

⋯
,

N 为所有非负

整数组成的集合
.

定义 1 设F 是 R
”

。R
”

的映射
,

则算子F 和 初始点x(
”)为异步迭代是由下述递推关系定

.
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义的向量序列划
舌)〔R

”

(k ~ O , 1 ,

⋯

% ;
“一 ‘),

f、(二1
5 ,
(k))

i亡J
。

x

轰
s 。
(k )) ) i〔J , (1

.

2 )
r,、‘

一一
幻X

其中J = {J。Ik二 1 , 2 ,

⋯ }是笼1
, 2 ,

⋯
, n }的非空子集构成的序列

,
S = {

s :
(k)

,

⋯
, s 。

(左)}k= 一,

2 ,

⋯ }是N
”

中的一个序列
.

此外
,

对每个i一 1, 2 ,

⋯
, n ,

J和S 满足下面的基本假设

l)
s ‘
(k )< k

,

对所有吞= 1 , 2 ,

⋯

2 ) lim
s‘
(k )一 co ,

专- ) 。O

3 ) 集合 {川‘〔J
, }是无界的

.

若A = (
a ‘,

)
,

记 }A }= (}
a , , !)

,
A > 0表示对任意‘

,

了= 1 ,

⋯
, , , a ‘, > o ,

A 的比较矩阵为

(A ) ~ (a
‘, )

,

其中f铸 j时
, a ‘, = 一 l

a ‘, } , f~ j 时
, a “ = l

a “
}

.

记 2
. ””

= {A 任R
” “ ”

!
a ‘,《0 ,

对任意i特 j}
,

定义2

l) 称A为L矩阵
,

若 A 〔Z
” ” ”

且如> 听

2 ) 称A为M矩阵
,

若A 〔R
” ’ ”

且A
一 ‘> 仍

3 ) 称A为H 矩阵
,

若<A >为M矩阵
.

定义3 称A ~ B 一 C为 A 的一个分裂
,

如果B 是非奇异的
.

有了关于系数矩阵A 的分裂A ~ B 一 C
,

可以定义解(1
.

1) 的迭代格式
:

x ~ B
一 ’C x + B

一 ’b
一

(1
.

3 )
一

下面考虑解(1
.

1) 的经典迭代法
,

为此将A分裂为

A ~ D 一 L 一 U

其中 力一 di a g (A )
,

即 A 的对角元素组成的对角矩阵
,

L 和 u 分别为严格下
、

上三角矩阵
,

通过引进松驰因子。和加速因子
: ,

可得如下加速超松驰迭代法
,

即A O R 迭代法
-

x ~ (D 一 : L )
一 ‘

〔(1 一。 )D + (。 一
r
)L十。U 〕x + 。(D 一 rL )

一 ’b 气(l
.

4 )
,

若记

劣
, , 。

~ (D 一 r L )
一 ‘

〔(1 一 。 )D + (一 r) L 十。U]
, 。一试 D 一 r

L)
一 ’b (1

.

5 )

则迭代
一

法(1
.

4 )可写成

x 一另
, , 。x + 。

_

(1
.

的

定义算子刃x 一男
, , 。二+ ‘,

.

且按(1
.

2 )定义的异步迭代进行计算
,

则我们得到将要研究的

异步松驰迭代法
,

或称之为异步A O R 迭代法
,

川
“)

z (七)

{
‘{

七 一 ‘) ,

(另
, , 。 二 (“)+ c

)
‘,

〔J
,

〔J k
(1

.

7 )

其中
一 (x 荟

“‘
(k))

,

一
, 二
轰
“·

(k)) )
,

·

注意到对。和 : 的不同选取可得不同的异步迭代过程
:

l) 取
: 一。 ,

得异步8 0 R 迭代 法
,

即文献〔时中的G a u ss
一s ei d el 松驰迭代法 ;

2 ) 取
, ~ 0 ,

得异步JO R 迭代 法
,

即文献〔3」中的J a c o hi 松驰迭代法 ,

3 ) 取
r ~ 。一 l ,

得异步G a u s s 一S e id e l迭代法 ;

4 ) 取
r一 0 , 。 ~ 1 ,

得异步J a c o hi 迭代法
.

由于利用了松驰技术
,

从而可以得到比原方法更好的收敛速度
,
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二
、

收敛性分析

引理 1 设A 〔R
” “”

为H 矩阵
,

<A >二 !刀 }一 }LI 一 !U {一 !刀 }一 }侧
,

则当因子 r’ 。满足

o《
r
《。 , o< 。( 2/ [ 1 + p (jD I

一 ‘
}B l)〕 (2

.

1)

时
,

存在一正数刀< 1和一正向量。 ,

使得

IZ
r , 。

l”《刀
”

(2
.

2 )

证明 由于A为H 矩阵
,

<A >为M 矩阵
,

故存在正向量
。(‘)> o (不妨设 洲

‘)= <A丫
’
(1

,

1,. ⋯
, 1 )

,
)

,

使得<A >州 ‘)> o ,

又 L为严格下三角矩阵
,

则<刀一 r L >为L矩阵
,

且

<D 一 : L >
一 ‘二 (}D }一

:
IL })

一 ‘
) o

从而刀一
rL为H 矩阵

,

因此有
」

}(D 一 rL )
一 ’
}《(D 一 r L )

一 ‘~ (}D !一
r
1L l)

一 ‘

由(1
.

5 )有

!另
, , 。

}《 }(D 一 rL )
一 ‘
}

·

I(l 一 。 )D + (。 一
r
)L + 。U {

《(D 一 rL )
一 , [ }l一。日D ! + !。 一 r 日L !+ 。 }U }J

.

(2
.

3 )

下面分两种情况

(l) 当。《
, < 。( 1时

记

尹~ }D !一
r
!引 ~ <刀一 : L>

刃二 (1 一。)】D l+ (。 一 r )IL }+ 。 }U !

~ (}D }一
r
}

「

L })一 。(}刀 }一 IL }一 }U }卜石一 。<月>

由(2
.

幻有

!男
, , 。

l。 (’)( 石
一 ’刀。(‘)二刃

一 ‘
(石一 。(A ) )

。 (‘)

= 口 (‘)一口石
一 ‘(A >”(’)

由于石为M矩阵
,

石
一 ‘
> o ,

而( A) ”(’)> o ,

所以 。万
一 ‘(A )。(‘)) o ,

故 }Z
r , 。

l。(‘)( 。 (’) ,

从而

存在一正数户
’)< 1 ,

使得

}宕
r , 。

}
。 (‘)( 刀(‘)v (‘) (2

.

峡)

(11) 当。(
r < 。 , z < 。 < 2 / (l+ 户(ID {

一 ‘

IB !))时

由文献〔5
,
T h 7

.

2 ]知
,

当 1 < 。 < 2 / (l + p (ID }
一 ’

!B j)) 时
,

(2 一 。 ) !D {一 。 IB } 为M矩

阵
,

故存在正向量
。 (2 )> 0 ,

使得 ((2 一 。)}D l一。 }B })
。 (, )) o ,

记

口= (。一 l)}D !+ (。一
r
) }L }+ 。 IU I

二 (}D !一
r
}L l)一 (卜

。 )ID I+ 。 !B }= 石一 [ (卜
。)}D l一。 }B 门

由 (2
.

3 )有

}男
, , 。

l
。 (2 )《石

一 ’口。(2 )= 石
一 ‘
(石一 (2 一 。) }D }+ 。 IB I)

。(, )

= 。 (2 )一石
一 ‘[ (2 一 。 ) }D ! + 。 }B !〕。 (2 )

与(i) 同理可得
:

存在一正数户句 < 1 ,

使得

}男
r , 。

I
。 (2 )《夕(2 )。(2 ) (2

.

5 )

取刀二 m a x {刀(‘) ,

刀(2 )}
, 。 ~ m a x {。 (‘) , 。 (2 ) }(依分量取最大 )

,

由(2
.

4 ) 和 (2
.

5 ) 即得

(2
, 2 )成立

.

定理1 在引理 1的条件下
,

一

对任意初始向量x( 。’,
异步松驰迭代法(1

, 7 )收敛于 0
.

1) 的
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解沙二 A
一 ‘b

.

证明 由于误差向量
。内 二x( “)一 x 苦 满足b ~ o时的妞

.

7 )式
,

故我们将假设 二肠= 0 ,

并证

明当k、 + co 时
,

x( 幻” 0
.

任给初始向量到
。) ,

选取正数a ,

使得 }x(
。) }《 a 。 ,

下面将证明
,

存在序列k , , P二。, l , 2 ,

”

.,*
得

}娜川簇 a少
。 当吞》 k, 时 (2

.

e)

由于 o < 刀< 1 ,

因此
,

当k、 + oo 时
,

划 舌、, 。,

定理可证
.

我们首先证明
:

如果取 k
。

一。
,

(2
.

6 )式对P二。成立
,

亦即对吞> 。,

我们有

lx (.) }《a 。
一

(2
.

7 )

由a 的选取可知
,

不等式 (2
.

7) 对k一 0成立
.

由数学归纳法
,

假设 (2
.

7 )对o《k < 矛成立并

考虑尤(‘)
.

设火 (‘)由(1
.

7 )给出
,

由(一 7 )
, x (‘)的分量当‘t J‘时为 川

‘)= 戈李
‘一 ’),

此时
,

! x l
‘) }

二 i二l
‘一 ‘’

l簇 a 。‘
.

当‘〔J ‘
时为x {

‘’= [另
: , 。: (‘) ]‘

,

此时
,

由于
s ,
(‘)( t (定义 1之条件 l)

,

我

们有

lx l
‘’
!~ I[另

, , 。 : (‘)〕‘l《a刀。
‘

由于。< 刀< l ,

仍成立 !对
‘’
}省”

‘,

由数学归纳法知 (2
.

7 )成立
,

从而如果取k0 = o ,

则 (2
.

6 )

对P二 o成立
.

现假设对。《P< q ,
k , 已找到且使 (2

.

6 )成立
,

以下将确定k , ,

使得 (2
.

6 )式对P = q也成

立
.

首先定义二一 m in {jIk》j
, s‘

(k )> k 。
一 : ,

i, 1 , 2 ,

⋯
, n }

,

由定义 1之条件 2 ) 知
,

m 是存

在的
,

又由条件 l) 知
, m > k q- : ,

故 !划
‘ ) }《a刀

q 一

场
.

取 k》二
,

考察x (无)的分量
.

由加的选取可知
,

对f二 1 , 2 ,
⋯

, ” , s ‘
(k )》 k 。

一 : ,

故 I二 (“) l《

a户
一 ‘。 .

若斑J , ,

则由 (2
.

6 )和引理 1可得

}x 百” I= I[穷
, , 。二 (“)〕‘l《叨

q 一 ‘[g
r , 。。〕‘《a刀

q 。‘
(2

.

5 )

若‘〔J , ,

则川
“ ’~ 川

“一 ‘) ,

即x( 七)的第i个分量没有被校正过
.

因此
,

只要第‘个分量在第 , 和

第k次迭代间被校正过
,

则有 }川
今’}( a刀勺

‘,

现定义
’

肠一 m in {k !k > m ,

且{l
, 2 ,

⋯
,

时 ~ {J 。 ,

⋯
,
J。}}

、

由定义 l之条件 3 )知上述肠存在
,

故当k》 k 。时
,

在第m 和第k次迭代间
,

每一分量至少被校正

过一次
,

因此对任意‘~ 卜 ” , ” ,

(2
.

5) 均成立
,

从而 (2
.

6 )式对p 一q成立
.

证毕

由此定理
,

我们可得如下推论
:

推论1 设A 任R
” ’ ”

为H 矩阵
,

<A >~ }D }一 lL }一 {U !二 }D }一 !Bl
,

RlI 当因子 。满足

o《。《2 / [ l+ p (}D {
一 ‘

}B {)〕

时
,

对任意初始向量 x(
。)异步S O R 迭代法收敛于二, = A

一 ‘b
.

推论2 条件同推论 1 ,

JO R 迭代法是异步收敛的
.

推论3 设A〔R
” ‘ ’

为H 矩阵
,

<A >~ !D !一 }LI 一 }U !一 !D }一 }B 卜 则对任意初始向量

x (0 ) ,

G a u s s一S e id e l迭代法异步收敛于沪 ~ A
一 ’
b

.

推论4 条件同推论 3 ,

J a c o bi 迭代法是异步收敛的
.

评注 相应于这4个推论
,

文献〔a] 中的收敛性定理为
:

定理 3
、

4
、
5

.

在那里
,

要求系数矩阵A 为M矩阵

或严格对角占优矩阵
,

且收敛性区域为。< 。《1
,

本文仅要求 A为H 矩阵
,

从而降低了对A的要求
,

另外
,

我们给出的收敛性区域为 (2
·

l)
,

这比文献 [ 3 ]的宽得多 , 可见我们提出的异步松驰迭代法比文献 [ 3 ]中的

方法适应面广
,

灵活性强
.

收敛速度快
,

尹 ‘
·

言 , ‘ 又 行、
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