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摘 要

本文首先用海林格一赖斯内变分原理建立任意形状扁壳大挠度问题的泛函
,

然后用修正的变分

原理导出适合于有限单元法的变分泛函表达式
.

泛函中只包含应力函数F 和挠度w 两个独立变量
.

其中也导出了在边界上用上述两个变量表示的 中面位移的表达式
.

推导中考虑了边界的 曲率
,

所

以适用于任意形状的边界
.

关键词 变分原理 扁壳 大挠度 有限元

一
、

引 言

在板壳结构及其他复杂结构分析中
,

有限元法目前已得到广泛的应用
.

有限单元法的数

学基础是变分原理
,

而在有限元法的发展进程中也促使变分原理本身有了新的发展
.

例如卞

学钱 (T
.

H
.

H
.

P ia n ) 和董平 (P
.

T 0 n g ) 提出的在有限单元 间放松连续性要求的变分原

理就是其中之一 这就是所谓修正的变分原理
.

用有限元 法进行结构分析时
,

结构被离散后

为保证解的收敛性
,

变分泛函 中的独立变量在单元 间边界上要求连续
.

修正的变分原理就是

用拉格朗日乘子把这些连续性条件引入泛函
,

从而建立没有辅助条件的泛函
.

这样
,

在边界

上便放松了连续性的要求
.

泛函中增加的这一项实际上就是由于泛函中的独立变量在单元 间

不连续而在积分时所产生的附加项
.

本文首先用海林格一赖斯内 (H el lin g e r 一R ei ss n er) 变

分原理和扁壳的基本微分关系建立扁壳大挠度问题的泛函
,

然后用修正的变分原理导出适合

于有限单元 法的变分泛函表达式
。

在泛函中只包含扁壳挠度。和应力函数F 两个独立变量
.

这

对问题的求解比较方便
,

尤其在用有限元法求解时更显出它的优越性
.

本文还导 出了边界上

中面位移用上述两个独立变量表示的具体表达式
,

从而使边界积分中每一项都有明显的物理

意义
,

对边界条件的处理也比较方便
.

关于用拉格朗 日乘子寻求广义变分泛函的方法及其所

代表的物理意义的论述
,

见参考文献 〔2 〕和 「3 〕
.

卜海交通大学一系
, _

匕海 2 。。。。。
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二
、

扁壳大挠度问题的赖斯内变分泛函

大挠度分析的非线性性质主要可归 因于刚体转动
.

对于扁壳常常可作一些近似
,

即忽略

面内位移梯度的乘积而保留所有重要的有限转动项
.

此外
,

根据扁壳受力变形的特点
,

在建

立位移与变形间关系时保留中面外位移对中面内变形的影响
,

忽略中面内位移对中面外变形

的影响
.

于是大挠度扁壳的应变
一
位移表达式通常可写为

〔斗, “’:

在中面内

、!!,11夕
“,一

“ ,

一 k
·

、 +

合
切

。
:

, 一。 , , 一“, 。 +

合
切 ;

, (2
.

1 )

2 , 竺, = “ , , + 沙 , :

一 Zk
: , 山 + 功

, 二川
, ,

式中
。
了

,
是中面内的应变

.

处在离中面法线方 向上
,

“: 二

一 。呈
二

一亡x
二

“, , 一 “
吕

, 一雪X ,

丫: ,
= , 呈, 一雪X

二 ,

距离中面为心的一些点的应变为

} (2
.

2 )

式中 互为中曲面法线方向的坐标 (图 1 )
.

x ‘,
为当壳体弯曲时的曲率

:

X
二

一田
, 二二 , X ,

= 田
, , , , X , ,

一 切
, : ,

k‘为扁壳的曲率
:

k
二

一 2 , : : ,
左

,
= z , ; , ,

k
二 ; = 之 , : ,

壳体中面外点的位移为

(2
.

3 )

(2
.

4 )

图 1 扁壳的坐标系统

U ~ “ 一雪田
, 二 ,

V = 口 一雪田
, , ,

班一 二

我们讨论的问题还是小应变的
,

假定它符合虎克定律
.

此外
,

由于壳体是扁而薄的
,

.

5 )

因

此
,

法向应力几可 以忽略
,

而变形后的坐标系统 (
x ,

刀 ,

约 近似地认为仍然是直角的
.

因此应

力
一
应变关系式可写为
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式中 h为壳体的厚度
, ,
为泊桑比 ,

和N ”为壳体中面单位长度上的合力 ,

体弯曲曲率之间的关系为

E 为杨氏模量争 G 为剪切模量
,

G =
E

2 (l 十 ,
)

M
: ,

M
, 和 M

: ,
为壳体内单位长度上弯矩

.

; N
, ,

N
r
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式中 刀是壳体的弯曲刚度
,

D =

在壳体表面垂直于中面的分布载荷 q 的势函数为

11
_

。。、对。

J 日
5 .

引入应力函数
:
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式中
r
为边界的曲率半径

.

F

薄扁壳大位移的海林格一赖斯内变分泛函可表达为
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式中
,

上面有一横的变量表示在边界上给定的值
.

(2
.

1 0) 式面积分中包括壳体弯曲时的应变能
、

中面伸长时的应变余能以及它们两者的辐

合
.

在中面周界C , 上的线积分说明所给定的力和弯矩的势函数
,

而在 C
。

上的线积分则表示

给定的位移
、

边界法向转角在壳体变形 时的势函数
.

对泛函 (2
.

1 0) 求驻值
,

即分别对独立变量 F 和 。 作偏变分
,

可直接得到扁壳的平衡方

程
、

相容方程以及所给定的力和位移的边界条件
.

说 明这个变分泛函和扁壳的控制方程是等

价的
.

对泛函 (2
.

1 0) 关于应力函数F
,

位移 u 和。
作一阶偏变分

,

并取驻值占汀二 0
.

按照变量的

变分为任意的条件得
:

“。 = 、 K
, a

d s一
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·
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{
!
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对泛函 (2
.

1 0) 关于。 作一阶偏变分
,

并进行分部积分
,

同样可得
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.

1 1 )
、
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1 0 )
,

即得我们所要求的泛函
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式中给定的边界条件云
, 刃和奋

。

表达形式分别为(2
.

1 1) 和 (2
.

1 3 )式在相应 的边界上积分
.

于是 (2
.

1 4 )式就是所要求的仅含两个独立变量一
一

应 力函数F 和挠度田的泛函表达式
,

这种形式对问题的求解比较方便
,

尤其在用有限元 法求解时只需假定两个插值 函数
,

不像最

小位能原理那样必须用三个插值 函数 (u
, 。 和 。 )

.

而且对于F 和 。可 以定义相同形式的函

数
,

这样对刚度矩阵
、

几何矩阵的推导可大大简化
.

为了表达简单起见
,

以后仍用 (2
.

1 0) 式

来表示所讨论问题的泛函
.

三
、

扁壳大挠度修正的海林格
一

赖斯内原理

在用有限单元法求解(2
.

1 0) 式时
,

我们用

功 (1 )一 切 (2 ) ,

一 甜 (a ) , 切 (b ) s

⋯
, 切 (N )

F (1 ) ,
F (2 ) ,

⋯
,

F (
口
),

F (b ) ,

⋯
,

F (N )

分别取为每个单元的挠度。 (x ,

川 和应力函数 F ‘x
,

川 的容许函数¹ ,

它们应满足如下要求
:

在每个单元内连续并单值 ;

它们在相邻的单元 间边界上连续
,

例如在
a
和b两个单元 间共同边界C 。 , 上

二 ‘
“

, = 二‘今, , 二,

{;)a 二 田奋之
( 3

.

1 )
F ( “ ) = F ( b ) ,

- 一 ’
一

资
‘ ,
步

F 添蕊~ F

F 的插值函数的选择满足上 则变分泛函可写成
:
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一
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F
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F
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(翻 一 丽 ) Q
· + ” (田
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一勿
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+ D (1 一
,
)
: 。, n :

(
: 。 , ,

一 勿
, ,

)〕d
“

’

( 2
.

10 )
‘

( 2
.

1。)
/

式中和号名表示在所研究的壳休J : 对全部单元求和
; S

a

表示在第 。 个扁壳单元中面

内积分 ; 衡
, v :

和 Q
。

分别由 (2
.

1 1八 (2
.

1 3 )式决定
.

在万 :
中要进行变分的独立变量叨和F 还

应 满足辅助条件 ( l) 和 (2 )
.

众所周知
,

在用有限单元 法时
,

所假设的插值函数第一 个条件是容易被满足的
,

而要满

¹ 对所有单元可取相同形式的 函数
.

º 为了保证解收敛于问题的精确解
,

值且连续
,

力在单元间边界土要求平衡
.

在单元间边界上变量。 (及F ) 达到它们的
。一 1 阶导数为有限

其中
n
为泛函中最高阶导数的阶数

,
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足第二个条件就不很容易了
,

尤其保证变量的一阶导数的连续更困难
.

修正的赖斯内原理可

使单元间连续性要求放松
,

在选择单元插值函数时更方便
,

既保证解的收敛性又不致过多地

增加计算时间
.

把任意两个相邻的单元用S
。

和 S b
表示

,

它们之 间共同边界C
o b
用C 言。和 C言

。

表示分别属

于单元 S
。

和S 。 (图 2 ). 图中
。 。 , 、。

分别为C乳
,

c 誉
。

的外法线方 向
,

而切线方向为Sa 和S 。 .

‘皿

.

心�

耳2

袋}

圈 2 三角形单元S 。 ,

5 6间边界C
。。

假定所选择的插值函数在每个单元 间边界上满足

叨 ( ‘ ) == 田 ( . )及F (a ) = F (卜 ) (在 C o b上 )
之 ·

( 3
.

2 )

而它们一阶导数的连续性条件用拉格朗 日乘子把
、

它们引入泛函
,

为此
,

使用分别在C九和C甘
。

上定义的拉格朗 日乘子刁 ( “ ) , r 丈。 )和刀( b ) ,

厂 (“) ,

并令效 ( 口 ) + A (。)二 o及厂 , ) + 厂 ( . ) = 0 ,
于是

得到修正的泛函为
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.

3 )
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式给出
,
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由此
,
在C

。。上我们得到 H
: 。 的驻值条件
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才‘
。 , = 一 D (切tf.). + v。\a.). )

川
, )二 一 D (。胃

, + v切路 )

)十

合
(功

,

: 一 Z k
· , ,

) +

合‘
切 ,一 Zk

·w ,
(3

.

6 )

以及

过 (
“
) ~ 一刁 (b ) ,

厂(o )== 一厂(. )

拌: = 一 。ia.)a , 功路
, 拼: 二F ;o.)a = F

‘。)

飞
, . O

J
(3

.

7 )

(3
.

e)
,

(3
.

7 )式表明了拉格朗 日乘子效回
,
刁(0)

,
r 《‘ ),

厂(&) 和 脚
, 拼:

的物理意义
.

利用驻

值条件(3
.

6 )代替(3
.

4 )式中的乘子邓
。) ,

川
. ) ,

厂 (“)和 厂(”),
于是得到所要求的修正的海林

格一赖斯内变分泛函

H : . :
= H a 一习H

a , 2

(5
.

5 )

式中

H
。石2 一

l
。: {

D ‘

十

!么
-

、孺 + v、 ,

二忿
, ) (。 ;a.)a + 产,

)

(“溉 一vF (,aa)s 十

协
田

,

卜 Zka ? )
}
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}
。·

一

}
。 :
{
D ‘功 (,繁

·

+ 一 ;&a)a ) (? 六
。 一 。l

)

+

l瑞
一

(F“认 一F 六
: +

合(田 ;一 2“一小
F胃

吞 + 。:

)
}
、·

泛函(3
.

5) 中要进行变分的独立 变量是。 ,
F 和脚

, 拼: ,

其中脚和 拼:

所代表的物理意义在

(3
.

7 )式中给出
.

它们所假设的插值函数在单元 间边界上应满足 (3
.

2 )式外并不附带其他辅助

条件
.

因此在泛函中放松了对。和 F 在单元间边界上一阶法向导数连续性的要求
.
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