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一种裂纹梁振动响应分析的近似方法
’

陈梦成
�
汤任基

,

���� �年�月� �日收到�

摘 要

本文以线弹簧模型为基础提出了一种近似分析裂纹梁振动响应的方法
�

把该方 法 同 � �� �� �

� � � � �� � �梁 理论
、

模态分析方法以及断裂力学原理等结合起来运用
,

导出裂纹梁振动的特征方

程
�

作为应用实例
,

本文考核了简支裂纹梁和悬臂裂纹梁的固有频率响应
�

结 果表明
,

本文所获

得的解与现有文献 中的解或实验结果取得很好的一致
�

关键词 裂纹梁 线弹簧模型 固有频率响应

一
、

引 言

关于裂纹梁的动态响应研究
,

巳经有很多人作了这方面的工作
�

然而
,

到 目前为止
,

就

作者所知
,

在他们的工作中
,

以数值方法作为主要研究手段的文章居多
,

而有关解析方法的

论文则报道得非常少
�

概括起来
,

在解析法 中
,

用得最多的模型就是把裂纹看作是一个扭转

弹簧
〔‘一 � ’, 然而这个模型有个缺点

,

即它只能适用于研究受纯弯曲的裂纹梁
�

所以
,

以 前的

研究局限于悬臂梁和两端自由梁等这样一些可产生纯弯的裂纹梁
,

但对于有藕合工况的梁
,

比如简支梁
,

它既承受弯矩又承受剪力
,

有时还可承受轴力
,

此时
,

这个模型就不适用
�

除

上述方法外
,

还有� � � �� � � 变换法
〔‘〕,

摄动法
〔”’� 然而

,

这些方法应用起来既不简单又不实

用
�

本文使用断裂力学中常用的线弹簧模型来分析裂纹梁的振动响应
�

该模型最初是由� �� �

和 � � � �
� � 丁
提出来的

,

用于评价部分贯穿表面裂纹板在拉伸和弯矩载荷作用下的应力强度因

子
�

为了简单起见
,

在不计结构阻尼的情况下
,

我们采用 � �� �� 一� �� � � �� � 梁理论结合模

态分析和断裂力学原理来推导裂纹梁振动的特征方程
�

然
、

后使用� � � �� � 一� � � � � � � 方法求

解这个方程
,

从而确定固有频率
�

为了验证本文的方法
,

将给出两个应用实例
�

二
、

分析原理

�
�

� 修正的线弹簧模型

为了研究裂纹梁的横向振动 �见图� ��� �
,

原有的� �� � 一� � � � 线弹簧模型需要作一些

上海交通大学工程力学系
,

上海 �。。�� ��

�� �
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� 于 一丫 甲 , �
�

一

心
一

盆瓜却�
�� � 受弯曲的裂纹梁 ��� 线弹簧模型

图� 修正的线弹黄摸型构成

修正
�

图 � ��� 描绘了修正后的线弹簧模型 及作用在其上力和力的方向
�

由于线弹簧模型只反映裂 纹处韧带的效应
,

放片没有质量和长度
�

因而其两端的 � 坐标

也就相同
�

线弹簧上的静力平衡条件为
,

�
�� �

。
� � ��

�

��

�
�
一� � � �

·

��
�

��

因为在零长度的线弹簧模型中剪力� 与� 并不产生交互作用
,

由此
,

线弹簧模型上力与

变形的关系
,

根据 � � � � � 定律
,

表为
,

△�� 几。。对 ��
�

��

八夕一几。。� ��
�

� �

其中 八�� �
�一 口, ,

△夕� 夕
� 一 夕, � �

� ,
口

,

和脚
, 夕�

是线弹簧两侧的广义位移 , 标
。和 凡

。
是分

别相应于弯矩� 和剪力口的柔度系数
�

基于能量释放率‘和应力强度因子的关系
,

有

、 , 一

孕一芸决
”

� � �
� �

西�
。 � �

�
�礼

。

��
�

��

‘ 一
’

“一
一

云 一诬石一 �石
�

对 ��
�

�� 式和 ��
�

�� 式两边分别进行积分
,

得

��
�

� �

一

瓢�糯
左

�
“
“·

二

翻�冷�
“
“·

��
�

���刊
六

凡
八

儿

这里 � 为� � � � � 模量
� �为裂纹梁厚度 � �

为裂纹长度 �

的 �型应力强度因子和剪力口产生 的 � 型应 力强度因子
,

� , , 一

黑
一

、
而

尸 � ‘占,

��
�

� �

�
� , 和�

� 。分别是由弯矩 � 引起

它们是
,

��
�

��

心 �省, 一

六办
�

�
一

‘

�� 
。

·

� �  」
一

。
·

, �。

�
‘一 “‘�

�
一

誉�〕
‘

�
一

夸
一

�
�

坑
“一
碗

� 。
, 、

丽二丁
一

厂 “又剑 ��
�

� � �

� 。�占� � �
�

� ��占� �
�

� � �占
� 一 �

�

� ��占
� � �

�

� � �占
�

其中 咨二�� 切为无量纲裂纹长 , 叨是裂纹梁宽度
�

式 ��
�

��由� � � �等人
� � �
给出

,

而 式 ��
,

���
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一一
一一—

人

一一
一

一一
一

一
一

—
�
一 �

,

一 一
�

一一

一一一一
一

—
一呀

—一
一一一

一

一
一

�

一 一
一 , � �

,

一
,

�
� ,

由� � � � �
「� ’
获得

。

�
�

� 裂纹梁振型

现在让我们来研究一自由梁的振动
,

如图 ���� 所示

�
� 叫 �

一

走,

户书
一之

�
�
� 受弯的梁自由体

图�

根据 � �� ��
一� �� � � �� � 梁的初等理论

,

振动的运动控制方程为

�� � 自由梁纹梁

自由梁示意图

在没有外力‘���
,

川 � �� 的作用下
,

梁 作 自 由

。 � 。�扮��
,

��
�

。 ,

乃 � � � � 长户二
一

十 尸了 」
口�

,

。�洲二 ,

约
��

�

���

其中 � �为梁的抗弯刚度
�

规则
,

式 ��
�

��� 的解如下
�

户是梁的质量密度以及� 为梁的横截面面积
�

根据模态分析求和

刀�二
, 才�� 艺 �

一 ,

�� �� � � �‘。
二

�� ��
,

� ��

这里 �
。

乏�� 为梁的第”个振型 � 。
。

为梁的第
。个固有圆频率 � 二为沿梁轴线的坐标

�

把 ��
�

� ��

式代入 ��一 ��式
,

得
�

�
火�

�
�

。

�了�
�

一 几井�
,

�� �� � ��
�

� ��

其中

几左。君
� � ��

�

�� �

方程 ��
�

���的通解为

�
二
�二�� 月

。
� � � � 断几

。

�刀�
一

�
一

�
,
� �� � �凡

,

�刀� � �
,
� � �

�几
。

L 刀)+ D
。
s
i
n

(
几
。
L 刀) (2

.
15)

这里 刃
, ,

B

。 ,

C

。

和D
,

为由边界条件确定的常数
;
刀二x /L

,
L 为梁的长度

.
由于裂纹处的线

弹簧模型把原裂纹梁分割而成两根较短的梁
,

因此
,

相应于每根较短梁的振型
,

则 由(2
.
15)

式可分别表为

y
, ,
吃二) = 月

。 ,
e o s

h
‘凡

。

L 刀)+ B
二 :。i n h (几

。

L 刀)书
一

C

。 , e o s (几
,

L 刀)+ D
。 : s

i
n

(
元

,

L 刀)

(o簇刀《L
e
/L ) (2

.
16)

y 。 2
( x

) 一刃
。。e o o h ‘几

。

L 刀)+ B
, Z

s
i

n
h
犷几

二

L 刀)
一

卜C
。
Z e o s

( 凡
,

L 刀)+ D
二 : 。i n (

几
。

L 刀)

(L
c
/L 簇刀< l) (2

.
17)

其中 常数且
, ‘,

B

二‘,
C

, ‘

润
一

}

D

。、; i 二 ,
,

2
) 由边界条件确定

,

而 L
。

为裂纹沿梁所在的位置
,

如图2(b )所示
.
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三
、

裂纹梁的应用举例

为了验证上节所描述的原理的有效性
,

下面给出两个算例
.
一个是关于简支裂纹梁的

,

另一个是关于悬臂裂纹梁的
,

如图3所示
.
本文结果将 与现有解答或实验数据作一比较

.

自 ,
.
一 ‘ 长门冲护.

~
产

‘

岁二节伴 }
少

钊气尹
’ 声

”
l

淤
- 二

乃

译鹦;
二

一
气

\

一
土

一洲(a)简支裂纹梁
I

一
一
-一
一一 曰巨. ~ , , 阳, . . 曰. .卜

( b ) 悬臂裂纹梁

田3 两种裂故梁

3
.
1 简支裂纹梁

N a sh[
落’
研究了裂纹在跨中时的简支梁的动态响应

.
他用L a p la c e 变换法结合模态分析

导出了简支裂纹梁振动的特征方程
.
然而

,

在他的模型中
,

要求裂纹具有一定的宽度
,

而且

不能得到反对称振型
.

使用本文前节给出的方法
,

简支裂纹梁的端部边界条件 (见图3(a) ) 为

y
” ,

(
x

) = o
,

y
,

了(%)= o (当刀= o) (3
.
1)

Y
oZ
(x)一o

,
Y

。

誓(x)= 0 (当刀= 1) (3
.
2)

其中 撇表示y 对x的导数
.
下同

.

把 (2
.
16)式和 (2

.
17 )式代入式(3

.
1)和 (3

.
2)

,

则线性齐次方程组的系数矩阵为

〔“
1
」一

〔
「“
2
〕一

!

0 一 1

。

!
O‘

(3
.
3 )

e o s h (几
。

L
)

c o s
h (
几

。

L
)

“i n h (义
,

L
)

S
i

n
h (
几
。
L

)

e o s
( 几

。

L )

一 e o s (凡
,

s
i

n

(
凡

,

L
)

一 s in (元
。
L

)
}

(
3

.

4
)

再利用裂纹处的线弹簧联结条件式 (2
.1)

、

(
2

.

2
) 和 (2

.
3)

、 .

4
)

,

则一般解Y (x )应满足

L)归

丫
。

了(x )二Y 公
2
(x )

,
Y 么, r (

x
) = Y 荟,z’(x) (当刀= L

c
/L ) (3

.
5)

和

y 二
2
(尤) 一 y 二

,

(
x

)
= 凡。。E l y 犷

,

(
x

)

,

y

。 :

(
x
)
一 Y

。
:

(

x

)
一几。。E l 犷二,l’(劣)

( 当刀= L
口

/ L ) (
3

.

6
)

将一般解(2
.
16) 和 (2

.
17)代入上式 (3

.
5)和 (3

.
6) 则得到线性齐次方程组的系数矩阵为

〔A 。〕= {凡, 。
E l [ U

:
] + 几

qqE I几言[U :〕卜之
。
+

[ A
‘

」 (3
.
7 )

其中

、..子

只�QJ
苦
矛,.、

、.

!

1

.且」

O

c o “h (
几

,

L

。

)

0

0

S
i
n

h
(
几
”
L

。

)

0

O

0

一 e o s (几
二

L

。

0

0

0

一 S in (几
,

L

。

)

O

........Z
k

一一U
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润
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川
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/‘、
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4

〕

(几
,

L

。

)

O

e o s
h

(
几

,

L

。

)

s
i
n

h (
几

,

L

。

)

e o s
h

(
几

,

L

。

)

e o s
h (
几
。
L

。

)

s
i
n

h
(
凡
。
L

。

)

O 0

8
i
n

(
几
。
L

。

)
一 e o s (几

。
L

。

)

一 e o s (几
n
L

。

)
一 。i n (凡

。
L

e

s
i
n

(
几
。

L

。

)
一 e o s (几

。
L

c

一 。i n (几
,

L

c

)

e o “
(几

。

L

e

e o s

(
几
。
L

。

)
s
i
n

(
几
。
L

c

因此
,

裂纹梁振动的特征方程可用下面行列式表示
:

!A }

[A ;〕

〔月
3
]

0

一 [A
‘〕

〔月 。〕

(3
.
1 1)

或简写为 detA 二 o (3
.
22 )

行列式A 是8 只 8的方阵
,

式 (3
.12)的特征值可以通过N e w 七。n

一
R
a p h

。。n 方法而求得
.
由方

程 (3
.
12 )所得的

、

带有跨中 (刀~ 1/ 2)裂 纹的简支梁对应于不同裂纹长的第一固有圆频率列

于表l
,

同时表l还给出了N as ht
‘’的结果

,

可以看出
,

两者吻合得很好
.
另外

,

表l 也说明
,

裂纹越长
,

振动固有圆频率的减少就越多
,

这从物理意义上来讲
,

也是符合逻辑的
.

表 1 第一固有日频率(。 lc 加
i。
)比较

一 ” ’ 『

”
’ :

。

瓜
’

}

” ’
‘

’ .

…
’

一
’

…”
‘ ’

} 0

.

1

}

U

.

2

一

几一兰
- ----

一
{
—一 …

------

一
{
一

一查多 查竺一{
一里些竺

-
一…一生里竺1 一

-}
一

Nas七, S

法〔
‘〕

}
0

·

9
7

5

}

0

·

9
1 2

{

0

.

8
3

6 4
0

.

7 3 7 3
0

.

6 2 6 1

0

.

7 2
8

注 。 1
。

是由方程(3
.
12 )确定的简支裂纹梁振动的第一固有圆频率

;

。i。为相应于无裂纹简支梁振动的第一固有圆频率
.

3
.
2 悬臂裂纹梁

关于悬臂裂纹梁的动态响应问题
,

已经有很多人作了研究
,

其中最为系统的工作之一
,

要首推G u d m u n d的n
〔5 」的工作

.
他从理论和实验两个方面

,

全面地考察了不同裂纹长度和

不同裂纹位置对悬臂梁固有频率的影响
.
作为考核例

,

本文只引证了 G u d m u n d s o n 的一些

结果
.

仿前面 3
.
1节

,

相应于悬臂裂纹梁的端部边界条件 (见图 3(b ) ) 为

y
。 ,

(
x

) ~
o

,

犷
:
f (
x
) = o (当刀= 0) (3

.
13)

y
,

省(、) = o
,

y 二,z’(x )~ o (当刀= 1) (3
.
14)

把 (2
.
16) 和 (2

.
17)式代入上面 (3

.
13)和 (3

.14)
一

式
,

则相应线性齐次方程组的系数矩阵是

r 1 0 1 0 、

I A
:〕= (3

.
15 )

[A
Z
」=

0 1 0 1
一

夕

e o s
h

(
又
。
L

)
。i n h (几

,

L )
一 e o 。

(几
:
L ) 一 。i n (几

。

L
)

s
i
n

h (
几

,
L

)
e o o

h (
几
。
L

)
s
i
n

(
几
。
L

)
一 e o s (几

。
L

)
l

(
3

·

, 6 ,
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至于悬臂裂纹梁在裂纹处的线弹簧联结条件和相应的系数矩阵
,

则分别和简支裂纹梁的

(3
.
5)、 (3

.
10)式相同

,

这里不再重复列出
.
把式 ( 3

.
7 )

、

(

3

.

x o

)

、

(
3

.

1 5
) 和 (3

.
16 )代入

(3
.
11 )式

,

我们同样可得到悬臂裂纹梁振动的特征方程
.
然后解这个方程

,

就得到悬臂裂纹

梁振动的特征值
,

从而确定其固有频率
.
对应于各种裂纹长度和裂纹位置时的第一固有频率

描绘于图4 (实线)
,

同时
,

图4还绘出了G u d m u n d s o n
〔”’的结果 (三角形)

.
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了
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为无裂纹悬臀梁的第一固有频率

.

图4 不同裂纹长度和裂纹位置时悬臂裂纹梁的第一固有频率比较

从图中可看出
,

本文的结果与G u d m u n d
so n 的实验结果取得很好一致; 随 着裂纹位置与悬

臂裂纹梁固定端之间的距离增加
,

裂纹对固有频率的影响减弱
。

四
、

结 束 语

本文利用线弹簧模型提出了一种裂纹梁振动响应分析的近似方法
,

经与现有解和实验结

果考核
,

证明了本文提出的方法是可行的
.
另外

,

本文虽然只讨论了单根裂纹
,

但实际上
,

对于多根裂纹
,

只要他们彼此不产生交互影响
,

本文的方法仍然是适用的
。
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