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摘 要

本文中我们给出了粘弹性薄板动力响应的边界元方法
.

在 L a p 】ac
e

变换区域中
,

给出了基本

解的两种近似方法
,

运用这些近似基本解建立了边界元方法
,

再利用改进 的 B e llm a 二 反变换技

术
,

求得问题的解
,

计算表明该方法具有较高精度和较快收敛性
.

关键词 动力响应 粘弹性 边界元法

一
、

引 言

粘弹性结构的动力响应是固体力学中重要的研究方向之一 由于粘弹性材料本构关系的

复杂性
,

其动力响应 问题的求解是十分困难的
,

通常是采用有限元
,

差分法等数 值 方 法求

解
.

边界元方法是近年来发展起来的一种有效的数值方法
.

边界元法将问题简化到边界上来

讨论
,

这与有限元相比则具有明显的优越性
.

目前
,
许多学者对于弹

、

塑性静力 问题的边界

元方法进行了大量的讨论
,

而结构动力问题的边界元方法就比较困难了
,

其主要困难在于含

有时间项的基本解或是经过L a p la c e变换后方程的基本解很难求得
.

对于粘弹性结构
,

则 问

题就变得更复杂
.

粘弹性结构动力响应问题边界元方法的处理一般是先利用L a p la c e变换将

原问题变换到拉氏空间中讨论
,

得到粘弹性结构动力问题的基本方程
,

再利用边界元法求得

拉氏空间中基本方程的解
,

最后进行 L a p lac e逆变换或数值 L a Pl ac e逆变换
,

得到原问题的

解
.

为使这种方法实际可行必须要给出一个便于计算的基本解以及一种便于实 施 数 值 L a
-

p la c e逆变换的有效方法
.

文【1〕中讨论了粘弹性结构动力响应的边界元法
,

文中边界元法的

基本解是 由几个第二类
。
阶B es sel 函数组成的

.

这种基本解的形 式异常复杂
,

不便于计算
,

尤其在实施 D u r bi n 数值逆变换时就显得更加困难
.

为了克服基本解的计算及求解困难
,

本

文中我们采用了近似基本解
,

避免了上述诸多麻烦
.

数值拉氏逆变换在动力粘弹性问题中是

至关重要的
.

目前数值拉氏变换主要有D u r b in 反变换技术
【5 」,

M iller 的数值逆变换
『日’
等

,

但这些方法并不适合我们的问题
.

这里我们给出了一种改进的 B el lm a n 反变换技术
,

使得

数值拉氏变换更易实现
.

全文结构如下
,

第二节中提出了粘弹性薄板动力响应在拉氏空间中

共
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的基本方程
,

并建立了相应的边界积分方程
.

第三节中给出了双三角级数形式的近似基本解

以及修正的近似基本解
.

第四节中讨论 了改进的 B el lm a n 逆 变换技术
.

第五节中给出了数

值算例及结语
.

二
‘
、

粘弹性薄板动力响应的边界积分方程

粘弹性薄板动力问题在拉氏空 间中的方程为
〔“} :

: D 记评 十 p h护牙 = q (2
.

1)

其中 班
,

h分别为板的挠度和厚度
, q 口

, 夕,

t) 是板受的横向载荷; 评和互分别为附和 q 的

拉氏变换值
. 5
为变换参量

刀一“入

注
‘2 (

犷
“场

“

卜
忑一 9“雳 / ‘3厂 + “’下

‘召一 (3式 一 ZG 少/ 2 (3 K + G )
夕
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.
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其中 G (约和 K (t) 分别表示材料的剪切松驰函数和体积松驰函数
.

令评气P
,

Q
,

习为 (2
.

1) 的基本解
,

它满足方程
s刀V

‘

评
关 + p hs Z

评 爷 = d (P 一 Q) (2
.

3 )

其中 尸
,

Q点坐标分别为 (二
,

功
,

(占
,

司
.

C 。
评 (p

’

)一l}
。。(Q)评

‘
(p

‘,

Q )““+

应用G r e e n 公式
,

可导出如下边界积分方 程
:
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式中 M
。 ,

R
。

分别为弯矩
、

剪力
,

M
。 , :
一 口M

,

/ 心
,

M熟一口M郭由
, 怜
为边界法向

, t 为边

界切向
.

帅J: ‘
(i ~ ! ,

c 饥一

戈

2 ,
⋯

, 川 )表示切在角点几
‘的跳跃值

.

l (V P
,
〔口 )

口。 / 2 二 ( V 尸
/
任厂 )

O (V 尸
‘

磋口及尸
‘

偌r )

( 2
.

6 )

。为边界上角点数
.

一旦边界值求得就
一

可利用内部积分公式求得任一点的值
〔“」.

三
、

近似基本解

为了计算方便起见
,

本文中我们采用两种近似基本解 ( 即 ( 3
.

1) 中的解牙竺和 ( 3
.

2 ) 中的
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解牙譬) 采逼近基本解评侧
g 」.

不失一般性
,

设薄板为 [ 一 二 ,

刘 只 仁一 二 ,

司 的方板
,

把基本

解 (3
.

1)和 (3
.

2 )分 别代入方程 (2
.

3) 中
,

利用三角级数的正交性来确定系数
,

则可以计算出

如下两种形式的近似基本解
.

(i) 双三角形式的近似基本解

附蓄(尸
Q卜赢

+

秦

十
一

六
一

尹甲擎
一

华
;

艺) +

兴尹
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。2 2 + 。2
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2 + 而卫

(3
.

1)
的艺

�

者。乙�

(ii) 修正的近似基本解

牙首(尸
,

Q ) 一W 雪(P
,

Q ) 十牙贯(尸
,

Q)

其中 不雪为方程刀V
4

砰 ~ 。的基木解
,

即

研雪(尸
,

Q ) ~ ( 1 / 8 二D )r
Z

ln r , : ~ {厂一 Q }一材 (天二 占户+ (万二动

W 贯(尸
,

Q)为级数形式的修正部分
,

其形 式为
:
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.

将砰叙W 幻代入边界积分方程 (2
.

4 )
、

( 2
.

5 )
,

并利 用 常 数 单 元 离 散 方 程
,

若 评
,

a评/a
。,

刀
。

和 刀
。

中两个已知
,

两个未知
,

则
一

可由此离散边界积分方程求得未知边界量
,

再

利用离散积分方程可以计算出某一固定
:
值时板中任意点的挠度值评 (二

, , , :
)

,
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四
、

数值逆变换

第三节中利用边界元方法得到了原方程在L a p la C e区域中的解
.

为了求得时间区域内的

解
,

必须应用有效的L a p la c e逆变换
.

这里我们采用如下B el lm a n反变换技术
‘7 ’.

设了(s) 为f (约 的拉氏变换
,

即

了‘
·
, 一};

一

f“)
。

一 d 才

引入变换 x 一‘
‘,

则 (4
.

1) 式变为

(4
.

1)

, (
·
)一 }:

X一 , (一‘n X , d X
(4

.

2 )

对 (4
.

2 )式
,

采用G a u ss
一

L e g e n d r e数值积分公式
,

有

i(
:
) = 乙砰

‘X J
一 ‘
f (一 In X

‘

) (4
.

3 )

其中 研
‘

为权函数
,

X
i

为
n
阶L e g e n d re 多项式的根

.

分别取
s , 一j + , ; j= 1 , 2 ,

⋯
,

n’

代入 (4
.

3 )式
,

联立可求得
:

f卜 In X ‘
)一乙 C

。

(i
,

j)了(
: , ) (4

.

4 )

其中 C
,

(i
,

j) 的数值见 [7 」
.

一旦 X
‘

给定 由(4
.

4 )可计算出才
‘
= 一 In X

‘

时的f (t
‘

)的值
.

为了能求出任一时刻 f 的值
,

我们采用如下技巧
:

由另「f戈“ )〕~ (1 /c )了(习
‘
)

,

其中
‘
为任意常数

,

则 (4
.

4 )式变为
:

扮

‘卜 “n X
‘

, 一
告层

C ““
,

)了(鱼、
一

、 C /
(4

.

5 )

其中 宫J一 C (j + 1)
,

C创 i
,

力可 由类似扭
.

4 )中C
。

(‘
,

j) 的计算得到
.

此时
,

通过调节
c的值

,

即可计算出所需时间的f值
,

我们
、

称 f4
.

5 )为改进的B el lm a n反变换公式
.

五
、

数值算例和结语

为了便于核验两种近似基本解以及改进的 B el lm a n 反变换的正确性
,

我们将原问题退

化为弹性薄板的动力响应 问题
.

算例 1 设简支方板的动力载荷为 q 一 q oc o s川
,

其中 q 。
一 9

.

8 x l少N / m
Z , 。”

。

1
.

5 ,

板

的尺寸为 lm 义 lm x o
.

o lm
, p = 8

.

。又 1 0 “k g / m
3 ,

E ~ 2 只 一。‘’k g / m
3 , 拼= 0

.

3 ,

双三角级

数形式的近似基本解中项数为 2 5 x 2 5 (。 ~ 。= 2 5 )
,

修正近似基本解中项数为 1 5 x ls(。“
。=

1 5 )
,

边界被划分为 12 个单元
,

则原问题经L a Pl a c e变换后
,

板中点的挠度值见表 1 ,

而原问

题中板中心挠度值见表2
.

从表 1中可看 出采用修正形式的基本解得到的结果是比较理想的
.

从表 1和表 2 中可看到

采用 8点B el lm a n 反变换方法即川
一

得到比较满意的结果
.

算例 2 设薄板材料呈标准线性固体的剪切与体积变形
,

即 〔“ 1
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拉氏空间中板中心点的挠度值(x 10
一 ‘
)

2 1 5

表 1

一
. . . . . . . . . . . . . . .

5 1 2 3 4

(双三角 ) 牙

(修 正 ) 砂

理 论 信

5
.

44 14840503

5
.

0 79 1 6 906 84

5
.

0 7 7 5 9 9 8 2 70

5
.

4678 126 800

5
.

劝3050301 1

5
.

13 1418114 8

3
.

9885647020

4
.

084 84 4 04 4 5

4
.

08345806 1 0

3
.

31 28875701

3
.

1 5 7 7 1 3 001 3

3
.

1 5 659452 1 7

S

(双三角 ) 印

(修 正 ) 厅

理 论 值

5

2
.

25 4 11 58 94 6

2
.

4 5514 298 10

2
.

4 54 2 12 6 2 53

6

2
.

7 0豁161959

1
.

930 14 22 197

1
.

9293434646

7

1
.

2 54115894 6

1
.

53414 6382 5

1
.

53 3451 004 7

8

1
.

6 21 27 6986 1

1
.

2 31 76 188 57

1
.

23 11482326

表 2 板中点处不同时刻的挠度值(x l少
‘
)

(双三角 ) 牙

(修 正 ) 斥

理 论 值

0
.

524 7 262

0
.

5 91 7 1 7 3

1 6 7 08366562

1
.

39984 91 862

1
.

474 4 7 8 7 7 7 7

0
.

27 0803 7

0
.

162 7662

3 7
.

9 755 54 9 11

3 1
.

6 1083 86 02

3 2
.

1 05 3 999 5 5

0
.

107 214 2

0
.

89833 3 2

8
.

04 683 41 4 37

9
.

21 3714 9 367

9
.

1937096506

1

e = 1
.

9057555朴

1 9
.

923 697543

13
.

6081 77 17 3

1 3
.

89 554 533 1

二 : 才= 一 e ln X
,

这里二二 0
.

5 9 1 71 73
.

ZG “)一 。
。+

(资
一 。。

)
e x p

〔
一

资」
, 3K “)一提涂;ZG “,

各参量取为
:

P , = 5 只 10 一 么。 , q 。

= 3 x lo 3

M P a , q ; ~ s x lo Z

M P a
·

s , 拼。= 0
.

3 ,

薄 板 为 [ 一 二 , 二〕。 X

L一 二 , 二」。 的 方 板
,

厚 度 为 h= o
.

o lm
, p 二 2

.

4 x lo 3 k g / m
3 , g (x

, , , 公)= P
o

H (t)
,

p o =

o
.

SM P a ,
H (t) 为H e a v isi d e函数

,

板的周边自由
.

各边划分为 12 个单兄
,

则不同时刻板

中点的挠度见表3
.

衰 3 不同时刻板中点的挠度值

才

(修正 )阿

t

(修正 )阿

0
.

1 07 2 1 4 2 1

6
.

4 8 7 898 23 3 3

0
.

5 24 726 26

7
.

65 7 1 9 1 81 4 0

0
.

2 1 0803 6 7

6
.

9 0 5 9 603 21 76

0
.

8957 9543

8
.

05074 1 18 857

0
.

4 7 826953

7
.

4 夕64 3 3907 4

1
.

438 7 094

8
.

59193 64 71 1

本文中提出了粘弹性结构动力问题的边界元方法
.

在 L a Pl a C e变换区域中
,

给出了基本

解的两种近似方法
.

利用改进的 B el lm a n 变换求得原间题的解
.

这套方法与现有方法相比

较则由于采用 了近似基本解
,

避免了计算及求逆变换时的困难
.

采用了改进的 B el lm a n 反

变换技术
,

使得数值逆变换更易实现
.

文中的这种方法同样也可以处理更为复杂 的 动 力 问

题
,

如粘弹性基支粘弹性板的动力问题等等
.

在下文中我们将给出采用近似基本解的粘弹性

结构动力问题边界元方法的理论分析和误差估计
.
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