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摘 要

本文定义了一个B a n a o h空间Z H
,

并证明了一类H a m ilto n 体系的本征函数系 (辛正交系)

在Z H 空间中具有完备性
.

还证明了如下结论Z H 空间能连续嵌入到 L :

〔0
,

1 1x L Z

【。
,

l] 但Z H 今

L :

[ 0
,
1 ] X L Z

[ 0
,
1 ]

.

关妞词 H a m il to n 体系 完备性 辛正交系

一 、

引 言

分离变量法是求解数学物理问题的重要方法
,

但是许多数学物理问题不能分离变量
,

从

而限制了分离变量法的使用范围
,

钟万舞在文 〔1」中将通常认为不能分离变量的问题 化 成

H a m il to n 体系
,

从而形式上变成可 以分离变量的问题
,

同时得到辛正交系以及按辛正交系

展开的广义解析解
.

为用分离变量法求解开辟出一条新路
,

拓广 了s tu r m 一L io u vi n e 问题

及其按本征 函数系展开的解法
.

可是解法的理论基础依赖于辛正交系的完备性
.

辛正交系的

完备性有利于求解一类尚未获解的偏微分方程
.

辛结构不能象内积一样定义范数
,

从而以往

的证明正交系的完备性方法都不适用于证明辛正交系的完备性
.

本文定义了两个空 间Z H
。

和

Z H
。,

并证明了辛正交系在Z H
。

和Z H
。
中完备

.

还证明了Z H
。
能连续嵌入到 V x 犷

.

其中V

是H ilb e r 七空间
.

如果取犷 x 犷为L
Z

tO
, ] 」又 L : [ O , 1」则还有Z H

。
午 L

:

[ 0
, 1 ] >( L

Z

〔0
, 1〕

.

二
、

H a m ilt o n 体系及其本征函数系

线性H a m il 七o n 体系为

亡一万 V (2
.

1 )

其中

刁l
.

es

关

GF

一

FQ一lee
�

一一子
更J

G ,

Q 是自共扼算子
,

F 关
是算子 F 的共辆算子

,

具有如 上 形 式 的 算 子 H 称为 无 穷 维

关
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H a m ilt on 算子 (有人也称为无穷小辛算子 )
.

由 V a in b e r g 定理知 (2
.

1) 等价于下列无穷

维H a m ilto n 体系

“一‘一

纂
「 O

其中 J 一 }
L 一 I

。

I
。

是
n 阶单位矩阵

.

引理1 算子

H 一
〔

(。
,
b

, ‘ ,
d 也是算子 ) 是无穷维任a m il 七。n 算子的充要条件是JH J 一H

’

引理 2 设凡
, 拼分别为H a m il七o n 算子H 的两个本征值且 之+ 拼姜 。,

则久的任意本征函数
“ : 〔犷 x 犷必与拼的任意本征函数甸〔厂 又 犷辛正交即

〔“ : , u : 〕二 (J
u , , u Z

)一。

其中(
·

, ·

)是 F 又 犷的内积
.

引理 1的证 明是简单的从略
,

引理 2参考【1」
.

设万是H a m il to n 算子
,

并且有可数个本征函数夕
, , 夕一 。

(k ~ 1 , 2 ,

⋯ )使得

[夕。
, g 一 。〕” 1 ,

[夕‘
, 夕, 〕~ 0 (i + j今 o )

即 {夕。
, , 一 。}r 是标准辛正交系

.

这样的H a m i计o n 算子是存在的
,

如参见 [ 2 」
.

因此 V f〔犷 义 犷可 以形式上展开为辛F o u ri e r 级数和

f、艺 〔“、(f )协十 “
一 。

(f )刀
一 。」 (2

.

2 )

其中
a 。

(f ) = [f刃
一 、」

, 。
一 。(f )二一 [f沼

。
〕

展开式 (2
.

2 )在什么意义下收敛 ? 在什么条件下收敛到 f 本身? 下节将回答如上问题即证明

{夕* , , 一 。}岁是某一个空 间的完备辛正交系从而是辛正交基
,

还证明嵌入定理
.

三
、

辛正交系的完备性

首先引进如下空间
:

ZH 一如
〔犷 · 厂且

户
、 (‘) ‘+ ,一 (‘少‘〕< 十 一

}

显然 {夕。
, 夕一 。 }r 任 Z汀

。 ,

因此Z H
。

是厂 只 犷的非空子集
.

定义I f
, ,

九〔Z 万
。

称f
,

和八相等
,

如果

a 。 (f
,

)=
a 。 (f

。

)
, a 一 。

(f
,

)一 a 一。

(f
Z

) (k一 1
,

2 ,

⋯

显然 Z 汀
。

是线性空间 (加法与数乘如同犷 又 犷)
.

在Z H
。

空间中引入如下范数

}f]
。
一乙 〔几 (f) }+ {“

一 。

(j )

易证卜 {
。

满足范数公理
。

从而Z 万
。

是赋范空间
.
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定理 1 (完备性 ) 笼y。
, 夕一 。}罗是Z H

。

的辛正交基
.

证明 因为 j夕
。
J
。

= },
一 。 }= 1 (k = 1 , 2 ,

⋯ )
,

所以勿
。 , 夕一 。}护c= Z H

a ,
由 { , , , y _ 。}罗的辛

正交性可知{y, , 夕一 。}货是线性无关的
.

V f〔Z H
。

V ,
有

}。

一}
, 一

鑫
〔二 (, )、 + 一 (, )。一〕

1
。

= 艺 [ }
a ,

(夕
。

)l+ I
a 一 ,

(夕
。

)门

= 乙 [ }
a ,

(夕
n

) } + Ia
一 。

(g
。

)门 == 云 仁}a ,
(f) }+ }

a 一 。
(f) 门

无目介 + 1 舌 . 几 + 1

耐〔z H
·

有{织
。

票
: 仁‘“

。‘f” 十 ’
“ 一 ,
‘f , ’〕一。

从而

f = 兄 〔凡 (f )y
。 + a 一、

(f )理
一 。〕 (3

.

1)

(3
.

1)式中的等式是按 }
,

}
。

范数意义下成立
.

如果还有

f二艺 〔练协 + b
一

心
一 , 〕 (等式意义同上)

则 丫
。> O有 }b。一 a 。(f) J<

。,

!b
一 * 一 a 。

(f) !< 。
从而可得

a 。(f )= b , , a _ , (f) = b
_ ,

(k = l , 2 ,

⋯ )故表达式是唯一 的
,

所以 {万* , 刀
一 , }于是Z H

。

的辛正交基
.

证毕
.

为了 (3
.

1) 式在原 H 注lb e r七空 间厂 x 犷的范数音义下成立
,

即为了得到嵌入定理再引入

如下空 间
.

‘H
七一
{, }, 〔犷 ‘ 犷

,

兄 [ }
a *

(f ) }b。+ }
a 一 * (f) }b

一 。] < + co }
其中 b。= !I刀。IJ

,
b

一。 == 11刀
一 。11

,

{卜l{是犷 x 犷的范数
.

{夕, , 刀
一。}r 仁 Z 万

。 ,

因此 Z 万
。
是厂 只 V

的非空子集
.

Z H
。的元素相等的定义如同定义 1

.

在 Z H
。
中引入如下范数

:

}f }
。= E [ Ja 。 (j) Ib。 + la

一。 (f) Jb
一 。」

易证 1
·

}。满足范数公理
.

从而 Z H
, 是赋范空间

.

定理 2 勿
、 , ,

一 。}于是Z H
。空间的辛正交基

.

定理 2的证明与证 明定理 1相似
.

从略
.

定理3 (嵌入定理 ) Z H
b
能连续嵌入到犷又 厂

证明 V f〔Z 万
。
有f一乙 〔心 (f) 巩 + “ 一 。(f )万

一 , 〕 (按范数卜 }b意义下 ) 而

艺
: 。 , 。, )。

。 + 。 一 。(, ),
一 。 : ⋯⋯、 艺

: !。。(, ) }。, 十 !
。 一 ,

(r) !。
_ , 〕

无 = ft + 又 扮二 刀 + 主



张 鸿 庆 阿拉坦仓 钟 万 蒜

又由于 f任Z H
。
所 以 艺 日“ 。(f) }b * + }a

一

。
(f ) }b

一 。〕<
一

卜co 故
刀[a 。 (f )夕。 + a 一 。 (f)夕

一 , 〕= S
,

是厂 x 厂中的C a u c h y列
,

而厂 x V 是完备空间
.

因此存在夕〔V x 厂使得

g ~ 乙 〔几 (f )协 + a 一 。
(f )y

一。〕
抢 . 1

等式按空间F 只 厂的范数成立
.

因此定义一个算子 I
:

Z H
。、犷 义 犷如下

If二 g

显然I有意义
,

即 V f〔Z H
。
存在唯一的 g 与f对应且 I是线性算子

,

而且还有

路

侧 一
二

螃⋯
{

买〔““(f) 协 + “ 一 。

明 ”
一 *

佗 ~ 二

镇 lim E [ }a 。(f ) !b
、+ }a

_ 。(f) {b
一 , ] = }f },

即 Z万
。
能连续嵌入到 U 又 厂中一证毕

.

四
、

应 用

文章「2 〕中把 问题

、..、犷刃
/口Zu _

口名u _

石

一 十 艺一二- 万 ~ U
d X 口刀 d y

“
+

双一n�
民一粉口一日

q山

u
(戈

,

O) = u ( x , r) 一。

。 ( 0
,

, ) 二 甲 (夕)
, u ( 1 , 夕) ~ 叻(夕)

(
一
)

化成H a m i l七。n 体系
,

因而得到H a m i l七。n 方程的本征函数系

1

夕‘一 厂) 弄
一

万
I 子丫 1 刁 ~ ! 八

曰 一
-

一 一 此 ! ; 、

, , 沙

(一
p

卜漂〕
S ‘n ‘“·”,

,

一左二 e “p

!
k 汀夕

一口 i弓」(心
乡
·, n (“/ , 、+

合
·0 5 (九二。) ))

’

“

丁
”

表示转置
,

k ~ 士 , ,

士 2 ,

⋯
,

{纵
,

夕
一

。}了是辛正交系
,

犷只 厂一 L
Z
〔。

, 1〕X L Z〔O
, 1〕形 式地得

到广义解析解

u
(x

, 夕)二兄 〔a 。 (
u )夕。+ a 一 ,

(
“ ) 刀

一 。丑

并通过近似计算验证了解答比较好
. _

l: 述 问题有交叉项
口Zu

口火口夕

,

因此不能用通常的分离变量

法求解
.

由定理 l , 2 , 3可知 {概
, ,

一 。

}护在 Z H
。 ,

Z H
。
中完备

,

而且Z 万
。
能连续嵌入到L

:
[。

,

z〕汉 五
:
〔o

, 1〕中
,

下面的定理 4说明Z H 。今 L
Z
〔O

, 1〕又 L Z仁O
, l〕

,

且 {夕。
, 夕

一。}户不是 L :
〔o

, z」只

L : 「。
, l」的完备基

.

定理4 ( 1 , 。)
少在 L

Z
〔O

, 1」又 L
。

〔0
, 1」中按 {决

, 夕
一 、}r 辛级数展开

,

其展开 式发散
.

证明大意 设辛级数展开式的前
n
项和为 S

: ,

经过大量的计算和放大不等式可知
,

当

。”
一

十oo 时
,

5 2 。 卜 , 一 S
: 。
按L : 〔O

, 1」只 L Z
〔。

, 1 ]范数不趋于零
.

从而可知 S
。

不是 C a u c h y列
.

由L : 仁。
, 1」x L :

〔O
,

门的完备性推知 S
。

不收敛
.

证毕
.
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经过宝卜算
一

可知 (1 , o )
r

羊Z H
。,

但 (1
.

0 )
少〔L

Z

仁O
, 1〕又 L

:

[ 0
, 1〕

.

对任意f任犷 火 犷是否属干Z H
。

或 Z H
。
是很容易判断的

.

其实只要用数学分析的级数收敛

准则即可
.

还可以证 明Z H
。

和Z H
。是B a n a Ch 空间

,

而且可以证明许多经典的 与正交性有关

的定理 (如R i州 z 一F is c h e r 定理 ) 对辛正交系也成立
.
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L Z

仁o
,
1 ] X L Z
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,
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.

Z H 15 d ifin e d
, a n d it 15 p r o v e d th a t
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s p a e e
.
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[ 0
,
1 ] X L Z

〔0
,
1 ]

,

b 、、t Z H 并

Ke y w o r ds H a m ilt o n ia n sy s t e 皿
,

C o ln p le t e n e s s , s y m p le e t i e o r th o g o n a l S y s t e m


