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摘 要

本文首先对方程(1
.

1) 建立了L y a p u n o v 函数
,

然后在P二 O的情况下
,

证明了平庸解 劣= O在

大范围内的渐近稳定性
,

和在P并。的情况下
,

研究了(1
.

1) 式的解的有界性问题
.

这些结论 对 一

些众所周知的成果有所改进
.

关越饲 四阶微分方程 L y a p u n o v函数 渐近稳定性 有界性 内察法

一
、

引 论

本文研究下述 四阶微分方程
:

x (4 ) + 切(￡)汾 + f(x
, 分)忍+ k (x )士+ h (x )一 P (r, x , 恋, 至,

芡 ) (1
.

1)

其中 切 ,

f
,
k

,
h

,
P为所表变量的函数

, “

扩上的点表示对 才的导数
。

切 ,

f
,

k
,

h
,

P分别为

、二 *
.

。、 、。、‘
、

, 此 , 、 二 。 ,
, 、 a f(x

, 分)
, , _ _

二 、
d h

。 , ,
_ _
、

七 、 。

有关变量在一切域内的连续函数
·

而且
,

微分一坦甜竺 一几‘x, 分),

嚣
一h

‘

(x) 存 在 且

连续
.

对于各种四 阶微分方程的解的有界 性 和 稳 定 性 曾 由 许 多 作 者 讨 论 过
,

其 中 有

A f u w aP e 〔‘’, ’ “’,

A s m u s s e n 【名’,
B a r b a la t 「

“’,
E z e ilo t” ’, E z e ilo 和T ejn m o la 〔‘“’,

H a r a 〔’s ’, 〔’‘’, H a r r o w
: ‘5 ’, L a lli和S k r a p e k “”

,

S in h a和 M o f t〔
二。’
等

.

他们曾对下列方

程获得某些成果

x (4 )+ f
l (公)荃 + f

: (分, 公少+ f
3
扩分)+ f

4

(x
, 全夕~ p (t

, x , 全, 公,
留)

或这个方程的某些特例
.

这些论文某一部份
,

也 已在「19 〕中作 了总结
.

研究门
.

1)的动 机 来

源于Z e ilo : “ 〕,

H a r r o w 〔’”’,

L a lli及S k r a p e k 〔‘’二 ,

和俞元洪
、

陈文灯
〔, 几二
关于 C a u c h y问题

的解在原点的全局渐近稳定性以及解的有界性的工作
.

本文的目的是对 (l
.

1) 方程求得 相 似

的结论
.

对此
,

我们的主要工具是构造一个合适的L y a p u n o v 函数 犷(x
,

夕, 2 ,

刘
,

〔6〕
,

【18 」曾指出对于四阶微分方程寻找 L y a p u n o v 函数是困难的
.

但是
,

在文献中
,

有不少方法

曾被推 荐来推导 L y a p u n o v 函数
,

并用以研究非线性系统的有界性和稳定性
,

这些方法曾

在【7 」中总结过
.

1 土耳其玉珍翠延大学数学系
.

2 土耳其哈西太伯大学数学系
.
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本文首先用内察法对 臼
.

1) 式构造了一个合适的函数犷
,

这个内察法 是 C hi nr
吕二
所 引 用

的
,

其次
,

本文证明在p 一 。的情况下
,

在原点 x 一。的平庸解的渐近稳定性
,

和在 P今 。的情

况下
,

(z一 )的解的有界性 (满足 !P (t
, x , g , z , 切 )】《 (A + }夕}+ }之 }+ 1。 ! ) g (t)

, 此 处

g (t)为 r 的非负函数)
.

二
、

构造函数 V (x
,

y
, z ,

W )

设 (1
.

1) 式中P= 0
.

于是 (1
.

1) 式在P二 o时可以写成相变量形式
:

毖= y ,

夕= 之 , 之= 切 ,

劝 = 一 甲(z )二 一 f(x
, , )二 一 k (x ), 一 h(x ) } (2 一)

由此
,

有

d 功

习万 =
_ 甲(2 )‘+ f (x

, , )z + k (x )g 一 h (x )

切
(2

.

2 )

积分给出

设

音
? 2

+
l:
。 (·)? d · +

l:
, 。x, , )·“·+

l:
“(X )。d

·+
(:
‘(X , d一

。

, 1一l:
* (X 、d一”(X )一l:

”
,

(X )。·d ‘

(2
.

3 )

(2
.

4 )

I
:

一 }
。

k (x )”d z 一}
。
k(X )“w d ‘ (2

.

5 )

1
3
一

l
“

, (x
, 。, Z d Z

(2
.

6 )

“一 l:
, (

·)? d一 l:
。(

·
)?

Z
d ‘

(2
.

7 )

从 (2
.

1)
,

我们有

d y z

~

了牙= 万

_
‘ . , ~ d

积分得 一令犷+
, ,

, ,

一 2 .
d 夕z d t = O (2

.

8 )

把 (2
.

8 )和 (2
.

3 )式相加
,

并把 (2
.

4 )
,

(2
.

5 )
,

(2
.

e)
,

(2
.

7 )诸式代入 (2
.

3 )式所属 诸 项
,

得

要
切2

+ l
‘ , (: )田

Z
J矛+ l

‘

, (二
, 。)

二J二 + 犷
‘
* (x )。。d : + * (x )

:

乙 户0 户0 户 0

“
, . 、 , .

d
“ , .

尸
,

一 、 h
‘

(X ) g z a 犷一下
一

g
‘

十、 以z 夕以t = 0
声0 乙 J O

(2
.

9 )

把 (2
.

9 )式和下式相比

: + }:
〔一“」d ‘一 。

(2
.

10 )

正如参考文献 〔3 ]所指出的那样
,

我们得

: 1一冬、
2

+ l
’

f(x
,

乙 声 0

d
夕)z 以z + h (x ) 2 一了夕

-

‘

亡1 = 一 切 (z )。
犷一 k (x 、, 。+ h

‘

(大)v之 一 d , z

犷: = 犷 1 + c夕z

(2
.

1 1、

(2
.

12 )

(2
.

13 )

和设
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从 (2
.

1 1 )和 (2
.

12 )
,

我们得

1
q .

f : , ,
‘

. .

⋯
d

犷
,

一十
: 。2

+ \ f (x
, 夕)二d z + h (x )z 一 令, 2

+ cy z

2
‘

J。“
一

, 口 ‘ 一 ’
一 、一

/

Z U
’ 一

U

和 亡
:
= 一 切 (夕)。

3 一吞(x 、夕、 + h
‘

(x ), 二 一 d 夕z + c夕功

还有
,

考虑恒等式

(2
.

14 )

(2
.

15 )

一
冬

二 “+ l场。, 一 。

乙 J O

(2
.

16 )

上式可以 “。一警的积分
一

: 求得
.

设

‘
。
一
l:

? d 。

一
, +
l:
〔, 〔·)切 + f (X

, , 、· + “‘X , , + ”(X , 〕d ‘

一
, + ,

l:
, (一 d一 }:(

·

l:
。‘· ) d ·

)
d , +

l:
, (X

, , )· , d ‘

+
l:
“(X )。

Z
d ‘+

l:
”(x )d X

把 (2
.

17 )代入 (2
.

1 6 )
,

并和 (2
.

20 )相比
,

给出

(2
.

17 )

。
:

二 一
冬

二。+ 。。+ , 气
“。、二 )、二+ l

’
。(二 )、x

乙 J 0 J D

(2
.

18 )

“
3

一J》
。·)d 之 一 , 。X

, , )·。一。、X )。
,

厂
4

一犷
忍

+
l:
f (X

, , , , d ,

(2
.

19 )

设 (2
.

2 0 )

从 (2
.

18 )和 (2
.

19 )
,

我们得

V
母

一省
一+ ? , + 。l:

。。, 、d · +
l:
‘(X )d X +

!)
, ‘

X , , 、, d ,

“
‘

一l扮
。· ) d一 “‘X )。

艺
+ ,

}:
‘

·

‘X
, ”, yd ”

(2
.

2 1)

(2
.

2 2 )

最后
,

让我们考虑积分

,
。

一 l:
, (X

, , ,
·“d ‘

一l:
切2
、, +

l:
, (·)·“· +

(:
“(X )。“。+ ”(· , , 一

l:
”

,

‘· , , 么
“

“
2

·

2 3 ,

把积分l:
, (X

, , , Z 竺
“t加在 〔2

.

2 3 )的两端
,

并 (2
·

‘0 、式相卜匕
,

我“”得

V
S

一
+

{:
, (· )·d ·+ {:

“‘X ), 、。+ 。。X ),

夕
。

二 一 f(大
, , )z 忍+ 。

2
+ 人

‘

(x ),
.

V = [ a 犷: + 刀犷
‘

+ 下犷
5

〕

(2
.

2 4 )

(2
.

2 5 )

设取

其 中a ,

刀和 , 分别为待定常数
.

于是
,

我们得到 乏:
.

1) 的某一函数 V 及其相应的亡如下
:

ZV 一 2”!介
‘X , d X + 2”}:j

‘X
, 。, 。d ,

一d o Z

+ Zv

}:
“‘X , , d 。
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+ Za ,

l:
, ‘X

, , , ·d · + 2 ,
切(

z ) : d : 一刀
z 又

+ a 叨“

+ 2夕h (x )v
r性吸,.护飞几、.

+ Za h (x )二 + Z a c , z + 2如
切(z )d z + 2内山 + 2 , z 。 (2

.

2 6 )

及 “

一
, ‘· , ? 2

+ a

一 + a *
,

(x )。Z

一d , Z + ,
Z

(:
, (Z , d 之

+ 刀,

}:
,

·

。X
, , , , d , 一”“(

X , , 2 一 : f‘x
,

+ d 。夕。 一 a k (x )y田

应该指出
,

在 (2
.

26 )式 中适 当选用

过的某几种 L y a p u n o v 函数
.

实际上
,

a ,

刀和 , 等常数
,

。 a d

匀 a 二二 1 ,
p

二二二

—C

夕)二
2

+ , h
产

(x ), 2

+ , 功 2

(2
.

2 7 )

我们可以求得某些作者业已研究

,

和v 二a
时

,

我们通过重新排列
,

得到在文献 [ 6 ]
,

[ 9 ]
,

〔一6 ]
,

[ ? 一] 中所处理的方程的 L y a p u n o v 函数
,

这些方程都是 (1
.

1、

式的特殊情况
.

三
、

(1
.

1) 式的解的有界性和稳定性

让我们考虑 (1
.

1、式的相变量形式

分= g ,

夕,
z , 含= 切

功= 一 甲(z 、叨 一 f (x
, , )z 一 k (x )夕一h (x )+ P以

,

二 , 。, 二 , 。 )
} (3

.

1)

取 , , (: )二省l
‘ , (z )、: (z 、 。)

, , l (。) = , 。。、

‘ 7 D

在P专 。的情况下
,

我们有

定理1 假设下列条件得到满足
:

(i) h(o )”o -

(ii
.

J

设有正常 J戴闷
,

b
, c ,

口
,

(r1及。 ,

》 d> 0
,

其中。簇
d

Z a eD
’
刀 = a b+

对一切 x , , , z 而言
,

f (x
, , )> b

, a bc 一 c :

一 a d 切咬z )

bc

d

、111, 对
·

所有X和 * 。x
少 s g n 二 , OO

,

}二

一
而言

, 。< “一

餐;
一

< “
/

(/ )、“

“v , 对所有顽言
, 0

动汉卜喊牛
“面

,

、丫 对所有骊言
,

, 加》
, 。 1

。·卜。侧 <

益
一

,

灯v i、 叶所有x , , 而言
, g f

二

(x
, 刀)( 0

.

于是系统 f?
.

1) 的平庸解在全局讲来是渐近稳定的
.

-

IC(LO粉注 1 从条件(11)
,

. 厂z 、好
一
只二

开 、 、 尹 才

)和(v )中
,

我们得到

, e < a右
(3

,

2 )
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备注 2 定理 1 对〔19 ]和〔2 2」中的一些结论有所改进
.

在P (t
, x , 夕, 二, 。)今 。的情况下

,

我们有

定理2 设下述条件满足 ,

(i) 定理 1 中的条件 了11)、 (v i、适用
.

[ 11、 !p (t
, x , y , z , 二 ) I‘ 厂月 + j孚z {+ {z }+ l: 。J)q (t)

,

其中q (t少是 t 的非负的连续函

数
,

并在 ‘) 。所有范围内满足(:
。
一‘: ( “ < 一

,
“和B 为正常量

.

于是
,

对所有已给的有限 戈
,

从
, z 。 , 。 。

值而言
,

必有一常量 K = K (x
。,

从
,
石

,

在
,

使系统 (3
.

1 , 的任意解 (x (t )
, g (t )

, z (
、

tz , : 。、才))为

戈 (0 )= x 。, 夕(o )= 夕。, z 又O夕= 二 。, 二 丈o 、
= 二。

所决定
,

而且在所有公) 。而言
,

满足

}x (t ) }《K
,

}g (才夕}《 K
,

!二 ‘t) !( K
,

}切(矛) }《K

为了证明这个定理
,

我们主要运用 (2
。

2 6乡所定义的连续函数

。。
)存

(3
.

3 )

(3
.

4 )

2 厂 = “口、
。h (x )“ x + 2户、

。
J (x

, , , y d , 一 a d 夕 + “, }
。“(X ), d 夕

+ Za

l:
, ‘x

, , )一‘·+ 2 ,

l:
。(一

d一刀一 + a w 久

+ 2 : * (X ),

+ : a “/ / )·+ 2 “了y· + 2、l孙
二 , 乙7· + 2如

乙口+ 2 : 一

~ 一
.

1 、
.

d

具甲
a

,
￡十 万

,
p = ￡十下

, ? ~

通过下述引理
,

我们将证明
,

F (x
, 夕, 二 ,

酬 是系统 交2
.

1) 的L y a p u n o v 函数
.

引理1 假定定理 1 的条件适用
.

于是
,

正常数D ‘
二 D “

_

a ,
b

, c ,
d

, 。,
d ) (‘= 1 , 2 ,

3 , 4 )
,

使

F》D l

l:
”‘二 , “二 + D Z, + D · + D

4 : 。

(3
.

5 )

对所有x , , , z , 二都满足
.

证明 把 2犷函数重写如下
:

2犷一

协
‘二

、+ 。 + 。

、
,

十。;
一

{
二

户
,

+ , : ‘二一 + 、
1 ‘2 , , 〕

2

.

「 1 1
_

. 、

‘: r , , _ _ 、 门 , , , 。 : , 、 _ _

:

十【“一 币「舀)
一

」理 十
“

】
。 La J 降

, y ) 一p 一 a “」之“ z 一 p 甲 , 气之少,

+ 2

}:
〔, , 、

X ·

, )一 d 〕, d , + 2

}:
、“(X ,一

v d ,

+
1
2刀l:

“(二 )“/

一
“

,

(/ )+
!
2

}:
二‘· )Z “一

, 1〔· , 2 忍

〕
从 (i)和 (111)

,

很易求得

班
1一
1
2刀}:

“(/ )“二 一

于
h 、/ )

}
一 2

(
·+
号

一

)}:
“、二 , “/ 一

省
“
乙、二)

一

子{:
〔、一 *

/ 了 / ): “厂/
、
“/ + 2·

l:
“犷/ ”“/ 一

告
“ 犷O 夕
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) 2 ·

l:
‘(x )d x

.

现在让我们考虑表达式

班
!

一 ,

}:
〔”f (X , 。, 一“

,

(X , 〕。d , 一 ,
2 , 1 (Z )。

2

+ 2

}:
(“(X )一 , , d 。

根据条件(i v)
,

上式的第二个括弧内的值是非负的
.

对于第一个括弧而言
,

在使用了中值定

理以后
,

从条件 (11)
,

(111)
,

(v )和 (3
.

2 )
,
我们有

附
:

> 2

1:
〔, , (x

,

一 2

!:
〔”f‘x

’

, ) 一a d ] , d y 一刀
2中 ; (: ), 2

功 一 a d ] : d z 一刀
2切(矢 )夕

“

》 [刀b 一 a d 一刀
么甲(8 2 )〕,

么

二刀[b一 a e一刀甲(8 2
)] , 艺

+ a [刀
c 一 d ]v

Z

_ 「
.

c d
,

。
、 , 。 。「

, .

b‘ 1

夕卢1 0 一 二二 一寸切《口z )Jg
“

一 eP!)a o +
一 二r 一 l

L “ ‘ L “ J

_ 「
.

‘
d

. 、

〕
。 八 一

。

= 刀16 一今 一 二 切(e: )
」

l,
2 一 。
刀D , ,

‘

L a C ” 」
-

一

番
〔a“·

一
。d 。 (“Z )〕,

2 一。
““

2

>

鲁
。? 一 * 、

2

>

赘
、

》
黯

, 2

其中 o《e《 1
.

现在考虑表达式

才
。

一 2

1:
〔aj(

X , , 卜刀一
2·: ·“· +

f
Z

!:
。‘· , zd 一

, 1 (·)一
]

二附
3 1 + W

。:

用相似的消去法
,

通过使用条件 (ii )和 (v 少
,

我们有

牙
9 !一 2

1:
: a , (X

, , , 一”一
“·〕· d ·

) [ a b一刀一
a Z e ] 2

2

一〔“

一
”切‘

· , “·
2

+ ”。‘
· ,

〔
a 一 下白

一

〕
· 2

> a [b一 a c 一刀甲(二)〕z
“

一「
。一

(
· +
合)一(

·+

兽)
, 〔·)

]
一

a
, , 自 _ , , 、 , , 尸 。 、 , 。

—
}口 O C 一 C

-

一 a 口切哆 ) l之
-

一 口巴 LC十 切 t Z ) Jz
-

0 C

》
一

器一巨
+

粤
一

〕
一

一

!碧一n]zz
)
!票一黑 扩 )

占

Za Zc
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从 (v )
,

我们得到

9 8 5

砰
3 2

三
l

》
l

[切 (z )一 甲 ; (z ) ] z d 二

华 zd
‘

一Z a 一心
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