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摘 要

本文通过对二维潜水运动方程的变形
,

按其在形式上所代表的意义不同
,

用和分裂方法
,

把

它分解成
“

对流
”

和
“

扩散
”

两部分
.

对前者
,

用交替方向有限差分法求解; 对后者
,

用 交替方

向 Pi。: r d 迭代法进行计算
,

从而达到获得整个问题的解的目的
.

最后
,

用数值例子 验证了 所

提方法的有效性
,

并与线性化的有限差分法作了对比
,

证明本文所提方法在计算精度上有 所提

局
。

关锐词 潜水运动方程 非线性 分裂法 交替方向法 Pic a r d 迭代

一
、

引 言

众所周知
,

二维潜水运动的控制方程

a 1
r r

aH 、
.

a Z
, ,

口H 、
. , 1 ,

aH
~ 万二丁吸 H 月 一石二

~
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石丙丁砚 衬月 一 5 丁一
j十理 = 拜气不厂
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为一非线性的抛物型方程
.

目前
,

在地下水渗流的数值模拟研究中
,

其常见的做法是
,

将括

号中的
‘
H 用 、万 来代替 (H 是含水层的平均厚度 )

,

那么
,

可把 Ic H 看作常数移到括号外面

来
,

上述方程就变成

, 矿H
.

, 澎H
. , 二二

aH
付月万二厄

~

十 ““ 不丁丁 十理 = 拼
一
二石

.

u 弄 u 沙 u ‘

它类似于承压水运动方程的形式 (为一线性抛物型方程 )
,

可用常规的数值法
,

如 有限差分

法
、

有限单元法及边界单元法等来求解
.

作者认为
,

在潜水水位H 的变幅△万 不大的情况下
,

该处理方法还是可行的 ; 但当潜水

水位的变幅△H 较大时
,

仍然用这样的处理方法来解决上述问题
,

将会产生较大的误差
.

为

了保证所求问题的精度
,

本文拟通过对潜水运动方程的推演变形
,

用分裂方法来达到数值计

算的 目的
.

二
、

二维潜水运动方程的变形

在这里
,

我们考虑一比较简单的情况
,

假定潜水含水层均质
,

各向同性
,

底板水平
,

无
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源汇项
,

则描述这样一种地质模型的控制方程为
:

一

聂介。鉴)
+

命(
·
H

得)
一。

等
‘(X

,

。, 〔“; ‘〔‘。
,

犷〕, (2
·

‘’

式中 H 为潜水含水层的水位(也是含水层的厚度 )(L )
, 、
为潜水含水层的渗透系数 (T L

一 ‘

)
,

拼是给水度
, t是时间 (T )

, 二 , g 是空间坐标 (L )
.

(2
.

1) 式左边第一项
:

塑叙塑叙丢(沼鉴)
一、 , 二

口“H
十扩月 气不二

‘

U 荞
(2

.

2 )

(2
.

1) 式左边第二项
:

口 l
二 ,

aH
万歹气

丫月万示

把 (2
.

2) 和 (2
.

3 )代入 (2
.

a万 口H
. , ,

『H
= 付一石丁 一不二了 十 H月 下二

u 万 o 双 0 9

r 2
.

3 )

‘

、.了曰于了l夕)

口H
衬二瓜

而
·

鉴一
,

唱

日月
’

. , ,

于月
.

口H 口H
. , 了

a 忿万 口万
一

石万十衬月 花正万
.

十 H es

石丁 ~ 万丁 十付月 二不及 = 拼~ 王石

u 八 u 人 LI 习 tI J L, J u ‘

= v , , v : , v , 分别为x , 夕方 向土的渗透流速
,

所以
,

(2
.

4 )式变为
:

(2
.

4 )

_ _

日H
,

口H
. , ,

护H
. , 了

口Z

H aH
“·

飞反 十 “, 飞面
~

十付月活甲 十 付门万石
百 “拼花下

.

(2
.

5 )

三
、

变形后的潜水运动方程的和分裂

(2
.

5 )式类似于对流弥散方程
,

左端前两项相当于
“
对流

”

部分
,

后两项则可看成
“

扩散
”

部分
,

据此形式上所表示的意义不同
,

在 (
”△t

,

(n + 1 )△t) 时段内(2
.

5 )式可分裂为 (3
.

1) 式

和(3
.

2 )式
:

aH
I

.

口H
l l 日H

l

” ‘一J牙
~

十“ , -

石了 = 万“万呀 (3
.

1 )

(x
, 。)〔“

, ‘〔

(n
A‘

,

(
。+

合)
△‘

)
,
“为求解区域

.

初始条件为
:

H
,
(x

, , , n At )= H (x
, , , n A t)

边界条件与未分裂前相同
.

日Z

H
,

. , 二

a
Z

H
,

丫月 么一一石二不犷一 十 仔月 : -
一二二可

o 苏
一

0 9
-

1 口刀
2

= 丁 拼一石压
乙 U ‘

(3
.

2 )

(二
, 。)阴

,

斑((n
+
韵At

,

(
。

+1 )帅
,

“为求解区域
.

初始条件为
:

二
:

(
x , 。,

(n
+

告
一

)
△,

)
一H

l

(
X , 。 ,

(
·+

音)
△‘

)
边界条件为与未 分裂前相同

.

△t为时间间隔
, n , o , 1 ,

⋯
,

N T
,

N 了
’ ·

配 = T

T 为指定的计算时刻
.

式中
,

H
,
为

“

对流
”

时的水位
,

H
Z

是
“

扩散
”

时的水位
.

综上两个问题的求解
,

则万 (x
, 万

,

(n + 1 )At )= H
Z

(x
, 夕 ,

(
。+ l )八t )

,

也就是说
,

以n 八t时
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刻的水位作为
n
At 时刻

“

对流
”

问题的水位的初始值
,

在前半个时间步长 l/ 2配 内
,

求得它在第

(n + l/ 2 )△t时的值H : ,

作为在后半个时间步长 1 / ZAt 时段内
“

扩散
”

问题的初值
,

解出
“

扩散
”

问题在 (
n + l)△t时刻的水位值

,

H
:

(x
, g ,

(
”+ 1)△t)

,

即为整个问题在 (n + l)△t时刻的解
.

若
。 二 、

妈用
_

L一时刻的水位求得
,

则 f3
.

1飞式是一二维双曲型方程
,

(3
.

2 )式为一非线性

抛物型方程
.

以下为简便起见
,

在导出 、3
.

1 )
、

气3
.

2 ) 式得解法时
,

我们省去 H
,
(x

, 夕,

t)
、

H
:
(x

, , , t)的下标
“ 1 ”

、 “

2 ” .

四
、

分裂后的方程的有限差分解法

下面我们先来推求 3
.

1) 式的麦分解祛
,

为了保持
。 : , v , 的光滑性

,
提高其精度

,

在差分网格上用三次样条插值法 来计算
6六

v ,

= 七蔽
,

d万
V , 二二二人一竹犷一

口g

中上一时段的
鉴

和

等
我们

,

假

若整个计算区域被分成矩形网格
, x 方向有万个结点

, g 方向有M个结点
.

在 x 方向上的区间 交x ‘, x ‘十 1
)内

,

设三次样条插值多项式
5 1 (x ‘

,

功)
,

(j固定) 满足插值条

件
: 。 : (x ‘

, g , z 二 H
‘, , 、i二 l , 2 ,

⋯
,

N )j固定
,

(j= l , 2 ,

⋯
,

M )
, s , (为

, g ,
)在结点(x

‘, 夕j)处函

数及一阶偏导数
、

二阶偏导数连续
.

设
s , (x ‘

,

的少 (j 固定 ) 的一阶偏导数 为 fn’
, , (‘~ 1 , 2 ,

⋯
,

N 一 l)
,

经过推演
,

我们可以得到方程组
:

几‘m ‘、 , , , + Z m ‘, j + 拼‘
, , 川, 十 1 , , = 夕‘

, , (艺= 1 , 2 ,

⋯
,

N 一 1 ; j固定 ) (4
.

1)

其中
,

h
‘

几‘=
一云一一下厂〔一 , 拼‘= l一 滩‘ (名= l , 2 ,

‘

二 , ZV )
“‘一 1 . r l“

。‘ , , 一 3

(
“‘ H

‘, , 一万卜
1 , ,

h ‘
_ 1 + 拼‘

H
‘十一

, , 一 H
‘, ,

h‘

(‘= l , 2 ,

⋯
,

N 一 1 ; j固定)

h‘
_ 1 = x ‘一 x ‘_ 1 ,

h‘= x ‘+ 1 一 x ‘

因计算区域是矩形划分
,

所以
,

h
。

~ h( i= 1 , 2 , 二 ‘ ,

N )
,

h是 x 方向的空间步长
.

进而

l一2
一一脚

1一2
一一

凡

3
g ‘, j二

一

丽
{ H ‘* ; ,

厂 H
‘一 1 ,

, )

(4

(‘= l , 2 ,
⋯

,

N 一 l ; j固定)

l) 式也
一

可进一步简化为
:

。 ‘一 1 , J + 4 , ‘, , + m ‘十 , , , ~ 2 9 ‘, , (i二 l , 2
.

⋯
:

N 一 1 ; j固定 )

、4
.

2 )式是一三对角方程组
,

用追赶法可以求得。‘, , (‘~ 1 , 2 ,

⋯
,

N 一 1 i]’固定 )

.
,

~ _ / 口H 、
_ . 、 , .

_
、 _

也就是灭潇j
‘, , 一协 ‘, , “一 ‘, “,

一 N 一 ‘, j固定 ,

在边界处
:

(4
.

2 )

(瓮)
。, , -

(吮)
二 , , ·

I了一
, j 一H

。 , ,

h
= m 。 , j (j固定 )

月 万 , , 一刀万 一 l , ,

h
= 阴万

, j (]’固定 )
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同理
,

在y方向上
,

也可以求得
:

(韵
‘, ,

一川 (, 一 , , 2 ,

⋯
,

。 一 1 ,

涸定)

在边界处
:

(瓷)
, , 。

一

(瓷)
. , , -

H
‘,

一万
‘, o

h ,

H
‘, 盆 一 H

‘, 万 _ 1

h ,

(‘固定)

(i固定 )

式中 h’为, 方向上的空间步长
.

这样
,

我们可以得到每个差分网格结点上的
。 二 , 。 , ,

方程 (3
.

1) 可看作是一常系数的二

维双曲型方程
.

下面用交替方向隐式格式来解 (3
.

1) 式
.

在x 方向上
:

。

梦
’

阿亏
n 士1子4 )

占 占 t + i , J 川绍
十 ; 一
州

I H ;r,+
‘川

2 △x
+ 。

姜
, ,

整理得
:

。
梦)A t

4 h

2△y

H {犷
“‘’

= 万拼
-

泛刃了
一

万{: 丈方
‘, + 。

。
梦)△t

4 h
月 (

“ 少1了4 )

“
冬 十 l , ,

一
、、哄鲁

(

哪
+ 1 一

明
一 1

,
(i = 1 , 2 ,

⋯
,

N 一 1 ; j固足) (4
.

3 )

在g 方 向上
:

。

二
“ + ‘2 4 )

H ;贾少
, 一州竺少

’

2△义
+ 。

吞
州?,++l 尸一

川丫护
’

2八夕

= 喜
;

乙

H {犷
’‘, , 一H {?,+

“, ,

△t / 4

整理得
:

”

梦
, △t

4 h
, 州丫f” + 拼州?,+

’‘, , 一
。

梦
’△,

4 h ,
月 (

. 少1 / , )

“
. , J 十 二

= “H {万
’川

。

二
” + ‘1 4 , A t

+ 一- - - 下而二一 - (H f
.
少1 ! 4 ) _ 月 (

. 户l了4 )
. + 人 , J 占 占

一
1 s J

(j= l , 2 ,

⋯
,

M 一 l ; ‘固定) (4
.

4 )

(4
.

3 )
、

(4
.

4 )式都是三对角方程组
,

先把
”
At 时刻的水位 H招(i 二 1 , 2 ,

⋯
,

N ; j= l
,

2
,

⋯
,

M )

看成已知
,

在 二 方向用追赶法求出6 + 今、△
, 时阶各个H 扮

‘川
,

H {?,+
, ,’)

,

⋯
,

H 执梦川 (j固
、 .全 ,

定
,

j= 1 , 2 ,

⋯
,

M )的值
,

然后
,

把各个H {,
, ,’) 代入 。4

.

4 )式
,

再用追赶法求得在‘
。 + 冬)△

,

瓜
,

“
’ 一

”
一

’

一 了 曰 J

~
’ 争

⋯
了

曰
’ J

目 曰
‘

一
奋 J ’ 、 ‘ 、 、 -

一
z 一 “ 7 ‘ 刁 尹 ’J

一~
’
一一

’
“
~ 、

’

2 ,
-

时阶的各个H矛夕”
,

H {咒”
,

⋯
,

H
(” + 1 2 2 )
成,
盆

(‘固定
,
‘= l , 2 ,

一
,

N )
.

从而
,

就 可 求 出

(3
.

1)式在(
·+
合)

△‘时阶的水位H {万
’/ 2 ’“一 ‘, 2 ,

一N ;
= l , 2

,

⋯
,

M )
.

对于 (3
.

2 )式
,
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由于它是一二维的非线性偏微分方程
,

我们用交替方向的 P ica r d 迭代法来求解它
.

Pi ca rd 迭代的基本思想是
:

对离散形成的非线性代数方程组
,

把常数项部分及非线性

项部分移到方程的右端
,

对解做一初始估计来计算非线性项
,

然后解线性代数方程组
,

把解

得的结果代回到方程的右端
,

重复解线性代数方程组
,

当满足某一迭代准则时
,

迭 代 停止
.

此时
,

所求得的解即为所要求的结果
.

通常
,

把上一时阶所求得的解作为初始估计
.

‘3
·

2 , 式 沼邻
+ 咐穿

一
静嚼

-
,。((

。+ 冬、△
,

,

(。 + 1 )八,
、在

二 方向 上 的 离 散
\ 、 乙 1 1

为
:

州万
卫“ , 一
州

” + 1 , 幻
, J H ;竺岁

‘’一 ZH
介 + 3 2 4 )

些
2

+ H {于

A t/ 4
(” + , , 一)
‘,
了

少3 2 4 )
1 , J

= K
H 一

— △x Z

。 衬子了
(” + 1 2 2 )
‘,
了

川二{,1,’
, ’一 2州

. + l , 幻
,
J

+ 州罕右
, ’

勺
么

整理得
:

H ;:
,

川 一

爵
H (, + , , 4 )

‘s了 (H
(” + 3 , ‘)
‘一 1 , 夕

一 ZH ;犷
忍

川 + H {r,+
““ , )

“△t
一

动h,
么

(, + l , 幻
弓,了 (H

(” + 1 , 2 )
‘,
了一 1

一 ZH {?,+
’‘, , + H ;了粼‘

, , )+ H ;?,+
’‘ , , (4

.

5 )

在 (4
.

5 )式中
,

右端第一项是非线性项
,

对每一固定的了
,

以H 矛: 犷少
, ,

H {?,+
’‘, , 和H ;: ;丫

,分

别作为对H ;封丫
,

,

H ;万
’

川和H ;擎玄万
。的估计值

,

对应代入 (4
.

5 ) 式中第一项
,

算出对整个

第一项的估计值
,

右端第二项和第三项为已知值
,

这三项相加
,

即可求得对万 {分
, ,4 ’的第一

次迭代值
,

把算得的各个‘”H {分
3

川 (‘二 1
,

2 ,

⋯
,

N , j固定) 代回到右端第一项
,

与第二
、

三项相加
,

求得第二次迭代值 ‘勺H {?子
”

川 (:’= 1 , 2 ,

⋯
,

N , j 固 定)
,

一直重复下 去
,

直到

H {分
3

,’) 的第tn 次迭代值与第m 一 1次迭代值之差
,

小于预先给定的常数
。 (。 为一给定的充分

小的正常数) , 即
《一H ,?,+

”·4 )

一
,: ,

3

一

⋯
< ·

成立
,

定的j
,

则 ‘· ,H ;分
’

川 (i= l , 2 ,

⋯
,

N , 固定 ) 即为所求的H {?萝
3 “’ = l , 2 ,

⋯
,

N
,

对每个固

j= l , 2 ,

⋯
,

M)

在y方向
.

上 :

些
2

州?,+ ” 一州?,+
3

,’)

一一一面不厂一一 ” “
(”

+ 1 )
‘ ,了

州丫卜 “H 扮
”+ H ;留全

△9 2

+ 、H {
” + 3 2 妾、
,
了

(” + 3 2 ‘)
公一 1 , 了

一 2
川万

3

,’) + H翔丫
’

八火
么

整理得 ;
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州?,+
‘’=

材△t

2拼h, 名

‘

鱼全

川?,+
”

(H 打,+! {一 “川?,+ ” + H 矛洲 )

2拼h

(. + 3 2 4 )
f , J (H

(” + 3 2 一)
f 一 1 ,

才
一 ZH

(” + 3 , 4 )
f ,
了

+ 州川尸 (4
.

6 )

(4
.

6 )式右端第一项也是一非线性项
,

对每一固定的i( ‘~ l , 2
,

⋯
,

N )
,

实施与求解x 方向的值

时一样的迭代
,

直到满足迭代准则
,

这时 的 ‘叫H 矛,7+ ” (j = 1 , 2 ,

⋯
,

M , i固定
, i= 1 , 2

,

⋯
,

N) 即为所要求的整个问题在 (n + 1)At 时的解 H矛,7+ ” (‘= 1 , 2 ,

⋯
,

N ; j= 1 , 2 ,

⋯
,

M )

综合 (4
.

3 )、 (4
.

6 )式
,

我们就可以得到以
n
At 为初始时刻

,

经At 时段后
,

在 (n + l)△t时刻的

解H ;分” (f = 1 , 2 ,

⋯
,

N , j~ 1 , 2 ,

⋯
,

M )
,

依次下去
,

就能够计算出指定时刻T (T = N T
·

八t,

N T为总时段数 ) 时的潜水水位
.

五
、

数值例子

初
,

为
:

江西某矿是一裂隙岩溶水充水矿床
,

为了了解矿坑疏干涌 水 量
,

从九一年底 到九二年

进行了群孔抽水试验
,

根据对研究区所建立的概念性模型
,

与其相对应的数学模型可写

己 /
二 二

口11 、
,

口 /
二 ,

口H 、 么 八
。

_

、 . 二二 , 口万。丫一《
、
H 兰牟

一
】+ 共‘

、
H 岑生 l一 犷 O , 占(x 一 x , , y 一 , , ) + 不 ~ 拼二熹李

ax 、一 奴 ,’ 为、
’

一 为 z 翔 ”
一 、一

”
勺

’“ “ J,
.

” 「 一

毋

H (x
, u , o )= H

。

(x
, 夕)

H (x
, 夕 , t) {

r :
= H

,
(x

,

y , r) ((
x ,

, )〔厂 ,
)

口1 1 (x
, g , 艺)

口月
r Z

二o ((
X , , )‘r

,

)

式中 Q ,
为第 j号井抽水量 (米

“

/ 天 )

m 为抽水井总数

占(x 一 x 力 夕一 , , )为二维狄拉克占函数

班为其它源汇项 (米
3

/ 日)

整个计算区的面积为 60 平方公里
,

共离散成 4 65 个矩形单元
, 6 53 个结点

.

根据地质和水文地

质条件
,

划分了 13个非均质参数分区
.

计算工作 分二步进行
,

首先利用群孔抽水试验的前期

资料
,

对数学模型做了校正 ; 然后
,

借助于群孔抽水试验的后期资料
,

用本文所提出的方法

及线性化方法对该问题进行了正演数值计算
.

在 3 10 号节点 (G 加 6 号观测孔 ) 处
,

实测值
、

线性化的有限差分法及本文所提算法的计算结果见对比曲线
,

图 1
.

从图上可以看出
,

本文所提出的计算方法的计算结果
,

比线性化的有限差分法的计算结

果
,

更接近于实测值
.

.

之一

/ \ 、 结 论

尽管本文所提求解二维潜水运动方程的计算方法的推导过程稍显繁冗
,

但在计 算 过 程

中
, 通过分裂后

,

用交替方 向法求解
,

保证了数值稳定性
.

特另11地
,

只是解一些简单的三对



二维潜水运动方程的分裂解法 9 9 5

一
~

一
. .

一一
~

~ .

-
~ -

一
一

一
水位(米)

1 0 刀0

- 奋. 观测值
.

资卜 线性化解

侧卜
.

本文解

0
.

0 0

:
10

.

。。

仁
0

.

0 0
司_ 一

~

一
L 一一- 一 L _

2 0
.

0 0

_ _ 」 一
_

4 0
.

0 0

图 1

丽
子生斌黔

(天 ,

角方程组
,

容易编制计算程序
,

节省计算机 内存
,

提高了计算效率
.

并且
,

从数值算例的结

果看
,

该法比以往的线性化方法
,

在精度上也有所提高
,

因此
,

在求解与此类似的非线性方

程时
,

本文所提方法是有其参考价值的
.

[ 1 ]
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