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摘 要

实验观测表明
,

准各向同性材料
,

如N 轴纤维增强复合材料层合板和编织材料
,

其面内刚度

和强度具有不同程度的方向性
,

且强度的各向异性程度往往明显高于弹性性质的各向异性程度
.

本文根据张量函数表示理论所提出的本构方程和强度准则的一般模型
,

结合有关实验数据
,

分析

了材料弹性性能和强度的非各向同性效应
,

具体给出了几类本构模型和强度准则的特殊形式并讨

论了本文所得到结果的若干力学性质
.

本文第 l 部分具体讨论了含单个椭圆孔或裂纹的无限大板

的有关强度的各向异性效应
,

并用细观力学方法检验了本文的模型
.

关健词 准各向同性 复合材料 各向异性效应 本构方程 强度准则

一 日! 言
、 , 声 ‘ 咨一闷

复合材料在现代工业
,

尤其是航空
、

航天等高科技领域中起着重要的作 用
,

并得到了日

益广泛的应用
f ‘一 落〕.

由于大量新型复合材料的力学行为表现得越来越复杂
,

从而要求对复合

材料结构的性能
,

特别是力学性能进行更为精确有效的分析
.

复合材料在一些实际工程中处于复杂的受力状态
,

如飞机在飞行时其侧 翼承受着方向和

大小都变化的交变载荷
,

准各向同性复合材料就是在这种背景下出现的
.

众所周知
,

一般长

纤维单向层合板具有较高的体积分数 (50 肠、 60 肠 )
,

其总体力学性能具有很强的方向性
.

而

随机分布的短纤维增强复合材料板多呈现近似的面内各向同性
,

但其体积分数较低
,

纤维作

为增强相
,

其高强度和高弹性优势并没有得到充分的体现
.

准各向同性复合材料则有效 地综

合了上述两类材料体积分数高
、

各向同性明显等优点
.

准各向同性 (也称拉伸各向同性 ) 的概念首先由 W ei r e n 和 N o r ri s ‘5 〕
在研究纤维增强

层合板 (见图 l) 的力学性能时提出的
.

当准各向同性复合材料承受面 内拉伸
‘

或剪切载 荷作

用
,

其弹性刚度 (或柔度 ) 为各向同性的
.

例如
,

大 多数高级复合材料一般是由。
“ ,

士 3 0
“ ,

士4 5
“ ,

士 6 0
“ , 9 0

。

单向板铺成或由纤维编织而成
.

这些铺层结构的宏观材料对称性一 般 来

说有 5 种
〔” , 7 ’, 即横观同性

、

正交异性
、

四方同性
、

八方同性和六方同性
.

常见的「o
。

/士60
“

〕
,

签
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和〔。
“

/ 士 4 5
。

/ 9 0
。

〕
,

层合板在结构上分别为六方同性和八方同性
,

具有相同结构的纤维 编 织

复合材料也可按此方法分类
.

这些都属于准各同性材料
。

而 〔0
“

/ 9 0
。

飞和 〔0
“

/ 士 3。
。

〕
。

则分 别

属于四方同性和正交异性
,

不具有准各向同性性质
.

由于准各向同性复合材料的弹性性质与强度性质比较而言具有相对较弱的各向异性
,

在

分析中大多可以作 各向同性化处理
.

自70 年代起
,

已得到了大量的
、

具有实用价值的研究成

果 〔’~1 。, .

而准各向同性复合材料的强度屈服与失效通常呈现明显的各向异性
.

文 [l
, 7 ,

6,

11
, 12 〕从材料的宏观对称性出发

,

给出了一些反映结构内在物理特性的刚度与强度 模 型
,

本文将进一步发展这些工作
.

一般来讲
,

当复合材料的增强纤维在面 内 N (N > 3 )个等分方向 (即。, 二 / N
, 2 二/ N

,

(N 一 1)二 / N 方向) 上具有等价的力学性质
,

则称之具有 ZN 方对称性
.

所有这 些 ZN 方

对称性材料的线弹性都是各向同性的
.

鉴于以下分析均针对材料的结柯特性
,

故不再对纤维

的铺层方式进行区分
,

仅统一称为N 轴材料
.

F uj it a等人「‘”对由聚醋基E P I K O T E 8 28 和增强纤维S K 一8 02 经压模制成的三轴 (即六

方同性 ) 编织复 合材料进行了多角度拉伸实验
,

给出了模量和强度随角度变化的关系图 (参

见文 [ 1 1〕的图 3 和图4 )
,

从这些实验结果可整理出有关的数据如本文表 1 所示
,

其中 括 号

中的百分比为实测值S 与平均值S 。的相对偏差 (S 一 S 。
)/ S 斌 可见

,

强度比刚度偏离各 向 同

性的程度要高很 多
.

同时也表明有必要研究准各向同性材料的各向异性效应
.

表 1 三轴编织复合材料的刚度和强度 (引自文献【11] )

万万几
今|

层合板

图 1 层合扳 [ o
’

/ 4 5
’

/ 一 4 5
。

/ 9 0
。

] 图2 三轴编织材料

由于准各向同性复合材料 (包括上述三轴编织复合材料 ) 的线性弹性必然是 各 向 同 性

的
,

而实验结果说明上述三轴复合材料的弹性和 强度并非各向同性
.

因此欲研究材料的各向

异性效应
,

就必须考虑其非线性项
.

张量函数的完备和不可约表示理论 (以下简称张量表示理论 )
,

给出了非线性本构方程
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一般且协调一致的不变量形式
〔‘“’.

材料的对称 性 (下面只考 虑 Z N 方对称性) 限 制了本 构

方程中张量函数的形式
,

正是张量表示理论精确的体现了这种限制
,

规定了本构方程中所引

入的
、

可由实验确定的标量变
‘

量的数目和类型
.

而在不变性条件起支 配作用时
,

其他形式的

简单分析是无法完全确定材料复杂的本柯关系的
.

文 「6
, 7 〕在张量表示理论基础上提出了反

映一类具有六方 (三轴) 和八方 (四轴 ) 对称性复合材料弹性
、

屈服与失效各向异性效应的

理论模型
.

文〔12〕在此基础上推广至一般准各向同性
,

即 ZN 方 (或N 轴 ) 复合材料
.

本文将

据此着重研究三轴和 四轴纤维编织或叠层复合材料的一类拟线性的弹性本构方程 和 强度 准

则
,

并且利用文献 〔1 1〕的有关实验数据
,

确定了本文模型中的有关参数
,

以及给出了简单载

荷作用下的特殊形式
.

第 I 部分将讨论上面提出的强度准则在含单个椭圆孔或裂纹的无限大

板边值问题中的具体应用
.

二
、

准各向同性复合材料的一般性本构方程和强度准则

本文从此以下
,

只考虑准各向同性材料的面内问题
,

即只研究平面 (应 力 或 应 变 ) 问

题
.

首先对文献 〔1 2〕中得到的结论作一些必要的整理和展开
.

记 矛 (司为余能函数
,

则弹性应力应变关系满足下面的形式
:

e 二 a 留 / a仃 或
。‘j = a 锣闰a ‘,

(2
.

1 )

式中口和 。或a ‘,和 。‘,
(‘

,

j~ 1 , 2 )分别表示平面应力和应变张量
.

对于材料的强度准则
,

假定存在一个应力张量的标量值 函数 了二了 (司“ ‘’,

在强度许可

范围内
,

了 (川 < 1 ,

而 当

了 (叮) ~ l (2
.

2 )

时
,

材料达到其失效强度
.

记al 为在一族纤维方向上的单位矢量
, a :

为纤维平面内与a l
方 向

垂直的单位矢量 (见图 2 )
.

引入结构张量
〔‘“’:

M = a ,À a , 一 a :À a : , N二 a , À a : + a : À a l (2
. 5 )

PN 二 R e 〔(M + fN )À (M + i N )À 一 À (M + fN ) 〕
卜、

一

一
~
‘

一
~一

尹
N

(2
.

4 )

其中 ‘二 斌二丁为单位虚数
, R e 代表实部

.

张量 p N是一个完全对称和无迹的 ZN 阶张量
,

它

表征了ZN 方准各向同性复合材料的材料对称性
.

由于描述本构方程的任意张量函数均受到材料对称性的约束
,

因而余能函数留 以及屈服

或失效函数了
,

在 ZN 方复合材料本构方程中
,

至少要具有这种材料对称性
.

张量表示理论

证明了留 (司的最一般形式可以表示成如下三个不变量的单值函数〔”, ‘2 , ‘“’:

1 1二七r 。
, I : = t r (口

2

) / 2 , I 二= t r (仃P异) / N (2
.

5 )

且p
留 (仃 ) = 留 (I , , 1 2, I 二 )

其中 p灸为PN 与q 的N 一 1次张量积缩并后形成的一个二阶对称无迹张量
.

记 1为二阶单位张量
,

则可将q 分解成下面的形式
:

Z a 二1 11+ J 屯e o 。劝M+ s i n 劝N {

其中

J e o 。势~ t r M。
,

Jo i n 劝= 七r N。,

J = 斌
月

瓦二不
一

( 2
.

6 )

(2
.

7 )

(2
,

8)
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按 P吴和I N 的定义以及 (2
.

7 )和 (2
.

8 )
,

易知

P片~ J N 一‘

{e o s [ (N 一 1 )势〕M 一 。in 〔(N 一 1 )势〕N (2
.

9 )

I二 ~ (J万 / N )e o s (N 功) (2
.

10 )

因为I ,和几都是各向同性不变量
,

本文所关心的各向异性的影响便由 IN 加以表述
.

注意

到I二是关于应力。的N齐次式
,

假定余能函数 留关于 。的幂级数展开收敛
,

则可将 留 (I
, ,

I、

I司对I二做幕级数展开如下
:

留 (1 1 ,
1 2 ,

I , )~ 奢
。

(I : ,
I :

) + 艺 奢
。

(I , ,
I:

)I几

奢
。

(I , ,
1

2

) + 乙 (J 万 / N )
”

奢
。

(I , ,
1

2

)e o 。“

(N势) (2
.

1 1 )

式 (2
.

1 1) 中的后一关系利用了 (2
.

1 0)
.

再注意到

I
。 二~ 了J

”N / n N )e o 。(
。N劝)

,
I , 二 (J

N / N )e o 。(N 劝)

和

(2
.

12 )

一 (·N , 夕

一
(N , 卜())一

(N , )S‘一(N , )

+ (
”

)
C 。。
一(二 , )。in 4

(、, ) : ⋯

、

4

(2
.

1 3 )

可以看出

I
, 二= e o

l升+ c , I介
一 2

J 2 + e : I几
一‘

J
‘

+ ⋯ (2
.

1 4 )

其中
c ‘
是与

n 相 关的常数
.

再考虑到 J
’

~ 41
2 一几

,

进而对于 (2
.

1 1)
,

可以采用更为方便的

F o u r ie r 级数
:

留 (1 1 , 1
2 , I二 )二 留

。

(I , ,
I

:

) + 乙 锣
。

(1
1 ,

I :
)I

, 二

~ 留
。

J
,

.

巴 J
”N

,

J“) + 乙 下而
-
留

。

(1 ‘, 1 2

) c o 习 (n JV 劝) (2
.

1 5 )

从而根据 (2
.

1 )
,

得到准各向同性复合材料的本构方程
:

e 一

愕卜爵吟
+

鑫(Iw 箫
, + ‘二
淤

。 + ‘
·

p

司 (2
.

1 6 )

式 (2
.

1 5 )和 (2
.

1 6 )等号右侧第一部分和第二部分分别表征材料的各向同性和 各向异性
.

同样
,

对于屈服或失效函数了
,

可以得出

了 (1 1 ,
I: ,

I二 ) ~ 了
。

(1 1 ,
I , )+ 艺 了

,

(1
1 ,

I : )I
: 二

.

巴 J
” N

”了
。

(1 , , 1 : ) + 乙
一

万可 了
。

(l , , 1 2 )c o s (”IV 劝) (2
.

1 7 )

下面我们将分别县体讨论三轴和四轴准各向同性复合材料的本构方程和强度准则
.
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三
、

三轴(N = 3) 准各向同性复合材料的本构方程和强度准则

我们知道
,

如果准各向同性复合材料的力学 响应是线弹性的
,

则其面内 弹 性 刚度 (柔

度 ) 必然是各向同性的
,

而实验结果 (表 l) 说明材料响应具有明显的方向性
,

因而必 须 引

入非线性项
.

下面根据材料的对称性约束条件
,

具体给出了材料的非线性弹性模型和强度准

则
.

由于余能函数 留和判定强度的标量值函数了可表示成应力张量或应力张量不变量的标量

值函数
,

我们可以通过 (2
.

1 5 )和 (2
.

17 )式的形式 引入表征材料旋转对称性的非线性项
,
非线

性项的个数由实验可确定参数的多少来给定
.

参考表 1 中给出的。
’ 、

1 5
’ 、

90
。

三不方向的有

关结果
,

此处只取展开式中的前两项
.

余能函数留选择如下的模型
:

E 留 = (r + v
)I : 一 , I至/ 2 + 3 a l , 1 3 / (4 1 2

)+
、

3刀1 6 / (4 1孟) (3 一 )

其中包含了E
, , , a 和刀共四个独立待定的材料参数

.

这对应着选择了

E 留
。

一 (1 + v) I
: 一 , I至/ 2 ,

E 留 1 ~ 3 a ll / (4 1动
,

E 舍
:

~ 3刀/ (4 1 1 ) (3
.

2 )

这里需要对上述选择作出解释
.

首先模型 (3
.

1) 关于口是二次齐次的
,

这将导致应变 S为 q 的一

次齐次 (但不是线性) 依赖性
.

这样做的一个主要原因
,

是我们仅仅找到的文 [ 1 1〕(见表 l)

提供的实验观察只提供了单拉时的 , 和 q 的一次关系数据
.

顺带提出一下
,

文〔7] 中关于 准 各

向同性材料的弹性模型是非齐次的
.

式〔3
.

2 )中的留
。

对应的是最一般的线性各向同性应力 应
变关系 , 由于I

。

和 I
。

分别关于q 齐三次和齐六次
,

选择了E 留 , 一 3。I , / (41
:
)和 E 矛

2

一 3脚 (4儿)

分别为负的齐二次和齐四次
.

当然
,

使得留
1和 留 :

分别为负的齐一次和齐四次还有多种 其它
、

选择
,

比如 1/I
1
便为负的齐一次

,
但是即使 。涟 。,

I , 一 tr 。 也可能是零 (如剪应力情况 )
,

因此选择 1 /I
,即选E 留 1 ~ 3a / (41

1
)必然是病态的

.

1 :
代表了 q 的一种模的平方

,

故 I : = 。等价

于。~ 0
.

上述讨论表明对于留
。

(I
1 ,

几)产生非奇异负齐次的
,

只能由1 2
来实现

.

不难看出
,

3 a l ,
/ (4 1 :

)和 3刀/ (4 1 劲分别是产生负一和负齐次的最简单形式
.

把(3
.

2 )代入 (2
.

1 6 )式
,
并将E 留

。,
E 锣 1 ,

E 留 :
分别对1 1 ,

几求偏导数
,
则得

。 /
, .

3 a l l 、二 /
.

3 a ll l
3 3刀I

。 、 _ .

3 a l l

刀 e = 吸一 vl l十一一丁了一 , ! 十 . 1 十 v 一 一一丁下r
- -

一一 , 万
.

石一 一

刀。十一万了一
~

\ 住 1 2 / \ 4 J 2 乙丈 玉 / 往 1 2

. _
.

3刀 . _

尸荃十工万
卜‘

(3
.

3 )

式中 p g
,

Pg的定义见(2
.

9 )
.

类似地
,

我们对三轴准各向同性复合材料强度准则了的展开形式
,

建议如下最简单形式

的的齐二次模型
.

Y 么
了 / 2 二 (1 + 玲)1 2 一 叮I益/ 2 + 3占1 11

5

/ (4 1 : ) + 3亡1
5

/ (4 1 ; ) (3
.

4 )

共含四个独立的材料常数y
, 叮,

占和雪
.

考虑材料在相对 a l
逆时针偏角为 0的方向n承受简单拉应力t。,

即

仃 ~ to nÀ n 二矛。[ l+ e o s (20 )M + s i n (28 ) N〕/ 2 ( 3
.

5 )

其中 n = e o s sa , + s i n 夕a : ,

则有
_

I : = 粉
, I 么~ 公吞/ 2 , I 二 = (t合/ N )心 0 5 ( 2N 0 ) ( 3

.

6 )

P孟= t合
一 ‘{e o 。 [2 (N 一 1) 0〕M一 S in 〔2 (N 一 l )口〕N ( 3

, 7 )

代入 (2
.

16 )
,

则可求得应变 。在口方向的法
一

向应变助
,

在 0十二乙2方向上的法向应变匀 ; ,

和该两
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个方向的剪切应变 v。分别为

水 方 辉 宇

d C
共芜竺 + 犷 廿箭

~

“ ‘, i篙
.

”上v

赵铃里上
。。S‘2·N 夕’

(3
.

8 )

丫。~ 一 2 艺 C
o t言万

一 ’s in (Z n N O) (3
.

9 )

d 留
。

d l - + 乙(斋会
一 留

·‘,
’ 一 ‘

)一
“(2 ·N “’

(3
.

1 0 )

将 (3
.

2 )代入 (3
.

8 )、 (3
.

9 )
,

有

l + a e o s (6 0 )+ 刀e o s (1 2 0)

一 , 一 a e o s (6 8)一刀e o 。(x 2 0 )

一 3a s in (60 )一 6刀s in (1 2 0 )

(3
.

1 1 )

、.‘
1

2/l产、.、

一一

、.‘
、

‘夕

上l

匀价下了J
.

、.、

E

可见上述简单拉伸时的应力应变关系仍然是线性的
.

根据表 1 中的实验数据
,

可确定本构方程中的待定参数如下

E ~ 0
.

g g E
。
= 2 9

.

7 M P a , a = 一 0
.

0 6 9 5 ,
刀= 0

.

0 5 9 4

从 (3
.

11 )和 (3
.

1 2 )
,

沿0方向拉伸模量E , 与0的变化关系分别为

(3
.

1 2 )

= 1 + a e o s (6 0) + 刀e o s (1 2 0)鱼
九

一一
E一E0

= 1一 0
.

o 6 9 3 e o s (6 0 ) + o
.

o 59 4 e o s (x 2 8) (3
.

13 )

式中拉伸模量随角度的变化情况 由图 3 表示
,

模量E 。变化满足 6 0
“

对称性
.

0 。

、 6 0
。

间最大模

圈3 弹性俄, E 。

的各向异性 田4 拉伸强度S
e

的各向异性

量值出现在0、 1 2
。

和 48
。

的位置上
,

且沿口= 30
。

对称
,

在e~ 30
“

模量最小
.

最大与最小 模 量

相差 19 肠
.

考虑到应力状态
,

在面内0和 (0 + 川方向作用有剪应力介
,

即

口二 : 。
(n À m + m À n ) = : , [ e o s (2 0+ 二/ 2 )M+ s i n (28 + 二/ 2) N〕 ( 3

.

14 )

这里 m = 一 。i n e a l+ e o o o a :

代表0+ 二方向
,

则有

了:二 o , I :
= : 备

, I , = 〔(2介) 万/ N 」。o 。(2N 0+N 二/ 2〕 (3
, 15)



准各向同性复合材料弹性和强度的各向异性效应( I )
—模型

P。朋io n 比则 由下式确定

2 (1 + v
)= E / G

。

+ 1 6刀二 0
.

9 9 E
0

/ G
。
一 0

.

9 5。

沿 0和O+ 二 / 2 方向剪切模量G 。与e的变化关系分别为

(3
.

1 6 )

= 2 (x + v
)一 1 6刀e o 。(1 2 0 )= 2 (1 + v

)一 0
.

g sl e o 。(12口) (3
.

1 7 )
下一
.

口
人气一丁

一一
E一Ge

同样
,

我们可以得到强度准则 (3
.

4 )式随偏角变化的简化形式
.

沿0方向拉伸强度Se 和沿

e和 0 + 二/ 2方向剪切强度T 。
随0的变化关系分别为

:

Y
Z

/ S 落= 1 + 省e o s (6 8) + 亡e o s (1 2 0 ) (3
.

15 )

Y
Z

/ T 落二 2 (一+ 叮)一 Ic亡e o s (12 8 ) (3
.

2 9 )

利用表 1 中的实验数据
,

可得

Y = 0
.

7 4 5 5
。

= 3 7 2 M P a ,

占== 一 0
.

2 13 ,

互== 一 0
.

2 3 2 (5
.

2 0 )

2 (1 + 冲)= (Y / T
O

)
“

+ 16亡~ 0
.

5 5 6 (S
。

/ T
。

)
“
一 3

.

7 1 (3
.

2 2)

拉伸强度Sa 随角度 0的变化由图 4 给出
.

与模量变化不同的是
,
强度值 S 。

在 夕= 0 。

最大
,

在0

“ 1 7 。

和 4 3
“

最小
,

且沿 0 = 3。
。

对称
.

最大和最小强度相差 45 帕
.

四
、

四轴(N = 4) 准各向同性复合材料的本构方程和强度准则

依照 3
.

1 节相同的思路
,

我们建议四轴准各向同性复合材料考虑了各向异性效应的余能

函数了的模型为

E 留 二 (1 + v) I: 一 v l至/ 2 + a ‘

I
‘

/ 1 2 + 刀
‘I

:

/ I蒙 (4
.

1)

其中

E 留
。

二 (l + v) I: 一 v l圣/ 2 ,
E 留 , = a ‘ / I : ,

E 兮 : 二刀
‘

/ I全 (4
.

2 )

亦只包含了四个待定材料常数E
, v , a ‘,

刀
‘ .

同样
,

包含四个材料常数的强度准则按下式给出
:

Y
“

了 / 2 == (1 + 刀)I
: 一 刀I至/ 2 + 3省

‘
I
‘

/ (4 1
:

) + 3雪
‘
I

:

/ (4 1全) (4
.

3 )
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