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摘 要

本文研究了一大类刚体系统的单侧约束运动的局部和整体性质
。

主要结论是
;

局部地
,

这类

系统的运动相当于某带边黎曼流形上的质点的运动
;

整体地
,

在能量守恒的假定下
,

这类系统相

当于某带边黎曼流形上的台球系统
.

关健饲 单侧约束运动 刚体系统 台球系统

引 言

力学系统单侧约束运动的研究归结为碰撞研究
.

对一个系统
,

在其内部及约束壁上可同

时发生多起碰撞
,

使得碰撞结果的计算很困难
.

在文 [ l] 中
,

M or ea u 采用 凸分析方法研究

了一些简单模型如平面上的一个圆盘
、

杆或木块 与两堵墙壁碰撞的情形
.

这种方法未能推广

到更复杂的力学系统如刚体系统的研究中去
.

另一方面
,

当约束均为双侧时
,

系统的运动性

质 (局部的和全局的 ) 已经被很好的研究了 (参考〔2 ]
,

[ 3 」)
.

在 1 9 9 0年
,

郭仲衡教授 指 导

我研究一只筷子在一个大碗里运动的模型
,

后来我把这个模型推广到一大类刚体系统的单侧

约束运动模型
.

基本的研究思路是推广单个刚体的研究方法
:

碰撞发生时
,

在接触面及各刚

体的接点处将产生冲量
,

如果在碰撞发生前能知道这些冲量的足够多的性质
,

则有可能依据

能量方程
、

动量方程和角动量方程求出这些冲量及碰撞后的广义速度
.

对一大类刚体系统
,

因未知量的个数等于方程的个数
,

碰撞后的力学状态可由碰撞前的状态唯一确定
.

计算结果

表明
,

碰撞的结果相当于质点与约束壁的碰撞
,

只不过物理空间换成了一个带边黎曼流形
.

在能量守恒的假定下
,

系统运动的全局状态相当于一个带边黎曼流形上的台球系统的运动状

态
,

因而可应用遍历论的方法进行研究
.

这些结果包括在我的硕士论文 [ 5」中
.

二
、

弹性碰撞的局部性质

本文中的 刚体系统在 m 维 (。一 2 , 3 )物理空间中
,

自由度为d, 由 ” 个刚体连接组成
,

共

有 t 个接合且都是球窝接合
.

假定每个接合仅连接两个刚体且与刚体相比
,

接合充分小以致

于可以看成是一个点
;
还假定在刚体和约束壁的表面 上没有磨擦

.

这样的刚体系统称为简单
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连接的系统
.

设系统的广义坐标是 q二 (ql
,

小
,

⋯ 如 )
全 ,

总能量是E (q
,

空)= 。
.

5空, A空少犷
,

这里堂= d 创击
,

A ~ A (动是动能张量
,
犷”厂(酌是势函数

.

设在 t二t 。时 q 二护处发生一次碰撞
.

假定碰撞是瞬时的
,

只有一个碰撞接触面且与刚体

和约束壁相比
,

接触面充分小以致于可以看成一个点 (以C表示 )
.

如果是系统内部的碰撞
,

则或者碰撞发生在两个刚体之间
,

这时假定至少一个刚体在C点邻近有可微的表面 , 或者 碰

撞发生在一个刚体与一个接点之 间
,

这时假定刚体在C 点邻近有可微的表面
.

如果是系统 与

约束壁的碰撞
,

则或者碰撞发生在一个刚体与约束壁之间
,

这时假定至少其中一个在C点 邻

近有可微的表面 ; 或者碰撞发生在一个接点与约束壁之间
,

这时假定约束壁在C 点邻近有 可

微的表面
.

无论何种情形
,

以N 标记所说的表面在C 点的单位外法 向量
.

这样的碰撞称点 碰

撞
.

如果点碰撞发生在两个刚体或一个刚体与一个约束壁之间
,

则在 C 点 有 一对冲量{P,
一尸}

,

这里尸二 pN (P > 0) 是由以N 为单位外法向量的表面发出的冲量 , 在每一接 点 ‘处 都

有一对冲量 {尸‘, 一尸‘}分别作用在所连接的两个刚体上
.

如果点碰撞发生在一个刚体 (或约

束壁) a 与连接两个刚体刀
, v的接点‘

。

之 间
,

则在C点有三个冲量尸
,
尸, ,

尸,
分别作用在 a,

刀
, , 上

.

这些冲量满足尸+ P , + 尸, 二 o和尸= PN
,

P< 0
.

令 P ‘
。
= 尸, ; 在其他每个接点 ‘处

都有一对冲量 {尸‘, 一 尸。}分别作用在所连接的两个刚体上
.

设碰撞所对应的单侧约束是f (的

《 o ,

这里f是光滑函数
.

设碰撞前后系统的广义速度分别是全
,

空
一

。 .

我们有 3 m n 一 3。个方程
: 。n

个是关于刚体动量变化的
,

(Z m 一 3 )
n
个是关于刚体角动量变

化的
.

假定物理空间中存在一个固定的坐标系
.

对第j个刚体
,

设其质量是mj
,

质心的 位 置

向量是X , 二X ,
(引

,

关于质心的惯性张量和角速度分别是I , , 。 , ,

作用于 刚体的冲量是{尸jl ,

尸‘
2 ,

⋯
,

尸j,

}
,

其作 用点分别是 {r]’
, ,

r’’
2 ,

⋯
,

r,’
,

} ; 则质心的动量变化为

.

~ ~ 口X
;

、

上
_

构 (与 ’咭 一为 ’, : ’一 m , 一

矿
一

(“一 “
一

’一丹汽

关于质心的角动量变化为

I ,
(。

, }t七一 。 ,
l, ; ) 二 I , B , (空

十 一 空
一

)二兄
, j。 X p z、

这里。
, “。 ,

(Q
,

夕)” B ,
(g )(: 。 一 3 )

、‘q
.

令Q” A 幢
+ 一 空

_

)
,

则空
+

二 A
一‘Q + 空

_ .

这些方程是关于 d + mt + l 个未知变量的线性的独立方程
.

未知变量是
:

Q 中 的 d 个
,

{尸‘
! 1< i< 仆中的。 t个和 一个P

,

令P= (P
,
尸了

,
P T

,

⋯
,
尸丁)

全 ,

则这些方程呈以下形式
:

_ / Q
、

(D
, D Z

)‘ , = 0
\户 ,

(2
.

1)

这里D l ,

D Z
是与全无关的矩阵

.

如果知道碰撞过程中能量的损失
,

则我们共 有 3 m , 一 3” + 1 个独立方程
.

为了确定唯一

的解
,

需要成立
:

d ~ 3 m n 一 3 n 一 胡t (2
.

2)

满足 (2
.

2 )的简单连接的系统称为线性系统
,

它包括一大类刚体系统
:

1
.

若 n 一 2 个刚体各具有两个接点
,

其余 两个刚体各有一个接点
,

则 才= 。 一 1 ,
d 二 (2。

一 3 )
n + 阴 ,

(2
.

2 )成立
.

2
.

用一个刚体连接一个线性系统中的两个刚体
,

如果这样的连接使原系统的自由 度 降
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低 1 个
,

则与原系统相比
,

新系统的刚体个数增加 l 个
,

自由度降低 3 一 m 个
,

接点数增加

2 个
,

(2
.

2 ) 依然成立
.

特别地
,

用一个刚体连接第一种类型的 线性系统中的两个刚体
,

仍

是一个线性系统
.

3
.

用一个刚体连接两个不相连的线性系统
,

得到一个线性系统 , 去掉一个线性 系 统 ;

中的一个刚体
,

得到一个或两个线性系统
.

对于线性系统
,

(2
.

户的解空问是一维的
.

设它的一组基是 Q气 {尸季!l( 艺( t }
,

P气 则

Q 关与空
_

无关且O 二 x Q气

现在假定能量守恒
,

则E (护
,

夕
十、~ E (梦

,

夕
_

)
.

将 E
,

空
十 ,

Q的表达式代入
,

我们得到

x 的一个二次方程
,

它的两个解是
:

Q铸 r夕
_

~
口 ’一 乙

了口丽)不刁
二 1

口丽

只要
af(卫左、

、 口Q /口q
夕一 (f(q ) )

关J* : > O

就必然发生碰撞
,

从而 x 铸 。,

Q砂空
_

子 0
.

由此我们得知Q爷与af/ aq必然共线
.

定理 1 一个线性系统的弹性点碰撞满足
:

l a 子、T ,

一下
竺 一

刀 q _

\ o q /

(2
.

3 )

嵘)
, “

一 ’
口f(夕才

_

、
\ 口O /

A
一 1 日f
百互

一 ’

当
(器)

’“
一

《“

当

嵘户
一

> 0

aq

(2
.

3 )
一

与广义坐标的选取无关
.

设另有一组广义坐标
“” u( q )

,

则 公=

(2
.

3 )的第二个方程变成

口u

王万万
一

q ;

u 甘
可以证明

,

公、

“公
_ 一 2

(器)
, 。-

(哥⋯)吸冬爵)
还

一 , 一

丝
口份

这里
“一
((斋)

一’

)
, , 了

一

旦竺
夕

、
、 口 叼 j口q T

另外注意
,

第二个方程是说
,

在系统的构形 空间的 q ~ 护处的具有黎曼度量A 的切 空间上
,

空
十

是全关于曲面 f(引 = o在q = 护点的由余切空 间经勒让德逆变换拉 回的法向量 A
一 ’
。f / 日q 的 反

射
.

三
、

非弹性碰撞的局部性质

如果碰撞过程中能量不守恒
,

根据牛顿的实验
,

损失的能量 E :
占碰撞过程中在 C处传递

的能量E
‘

的百分比是 k= k (q )
.

我们先计算E
: .

E 。
是碰撞完全非弹性时损失的能量

,

因而先假定点碰撞是完全 非 弹 性

的 ; 与第二节相比
,

仅能量方程被换成下列约束
:

若碰撞发生在两个刚体或一个刚体与一个接

点之间
,

则它们在C点的速度向N 上的投影相等 , 若碰撞发生在一个刚体或接点与一个约束壁
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之间
,

则该刚体或接点在C点的速度向N 上的投影等于零
.

现在方程都是线性的
,
独立 的

,

并呈以下形式
:

(艺:了
’

)(望
‘

)
一
(
”‘

弋
“

一

)

这里D 3 = D
3

(酌
.

解是唯一的
,

并且空
+

= 附
d 、。空一 因此

,

E , = 冬。刃(A
一才 , A 砰 )空

-

‘

现在计算发生非弹性点碰撞后系统的广义速度
,

仍以空
+

表示
.

与第二节相比
,

仅能量方

程变成E (空
一

)一 E (空
十

)二 kE ‘.

将E
,

E : ,

空
+

的表达式及Q = 训f/ 。q代入后
,

我们得到夕的 两

个解
, 只有下列解才是可能的

:

了
一

丝公、
、 口O /

af
空
一

+ 斌西

g = 一

这里 △一
《器)

(器)
’“一

(器)
, 。

一

)
2 一。

((器)
’A

一‘

(器))
‘“艺‘A 一牙

’A附 ,“

定理 2 一个线性系统的非弹性点碰撞满足
:

(生匡 、
\ 口0 /

af 空
一

+ 澎了
一

,

一共华写二一一一一一一 A

(二竺
~

、
‘

A
一 ‘

(卫上、
\ 口O / \ 口0 1

一 : af
(3

.

1 )

口q

当
(器)与

一

、

”

嵘户
一

> 。

a q

(3
.

1) 也与广义坐标的选取无关
.

(3
.

1) 的第二个方程是说
,

在系统的构形空间的 q = 护处

的具有黎曼度量 A的切 空间上
,

空
一

在曲面f(妇 = o的q = q0 点的切子空间上的投影不变
,

而 在

其法向量 A
一 ’。f/ aq 上的投影反向并缩短

.

四
、

能量守恒运动的全局性质

线性系统的构形空间M是一个带有黎曼度量A 的流形
.

设 f
‘(们( 0 , l《i(

: ,

是加在系

统上的单侧约束
,

这里f
‘
(的是光滑函数

.

这些约束定义 了M 的一个带分段光滑边界 的 子 流

形M
。.

假定M
。

是紧的
,

有非空的内部
,

并且系统的拉格朗 日向量场在M
。

上是完备的
.

碰撞只发生在M
。

的边界上
.

边界上有两种点
:
一种称为正常点

,

该点满足点碰撞的条件,

另一种称为异常点
,

在该点的碰撞不是点碰撞
.

假定在边界上弓}入勒贝格测度后
,

异常点集

合的测度为零
.

当能量守恒时
,

设犷(的 < E
,

V q 〔M
。.

注意到在定理 1 中
,

当以 (E 一 U )A 代替 A时
,

(2
.

3 )保持不变
,

因而根据雅可比最小作用量原理得到
:

定理3 对于线性系统的能量守恒运动
,

在M
。

的具有黎曼度量 (E 一犷)A 的 切 丛上
,

拉

格朗 日向量场的底积分曲线在M
。内部是测地线

,

在M
。

边界的正常点处关于边界的法向量 发

生反射
.

这样
,
我们的系统是一种在具有黎曼度量(E 一厂)A的带边流形 M

。上的台球系统
.

根据
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遍历论的方法
,

在M
。

的具有能量E 的收缩的球丛上引人在拉格朗日流下不变的测度后
,

可以

证明
,

拉格朗日向量场的至少经历一次异常点的积分曲线集合的测度为零
.

发生在异常点的碰撞比较复杂
,

这时‘般 空
、

不唯一
,

而是可以取某个集合中的任何值
.

对于这种碰撞的研究
,

一种方法是利用H e r t z 的碰撞理论研究碰撞过程
,

认为碰撞不是瞬时

的 (参考〔5〕)
,

另一种方法是用微分包含代替某些微分方程 (参考〔1〕)
.

这样我们就 能 够

推广M or ea u 的简单模型了
.
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