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,
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摘 要

为研究摩擦接触问题
,

本文建立了一个具有二类独立变量的二维弹塑性梁模型
.

由此提出了

一个新的非线性二次互补性问题
.

其中的外部互补性条件定义了自由边界
;

而内部互补性条件则

控制了弹塑性分界面
.

文中证明了此二次互补性问题等价于一非线性变分不等式
,

并导出了其对

偶变分不等式
.

本文结果显示对偶问题较原问题有更多的优越性
.

应用于塑性极限分析理论中
,

文中最后证明了一个简单的下限定理
.

关钻词 接触问题 互补性问题 弹塑性梁理论 变分不等式

一
、

引 言

自从F ic h e r a的第一篇关于 Si g n or ini 问题的论文发表以来 (见〔5〕)
,

弹性系统中的

障碍问题和有关的变分不等式业 已从理论及数值方法 两方面进行了深入的 研
.

究
,

参见〔11
,

13 , 14 〕
.

从数学规划观点而言
,

原始变分不等式仅能提供 界限解
,

而对偶变分不等式 则 提

供下限解
.

对于弹塑性系统而言
,

对偶逼近往往具有更多的优越性
.

19 7 2年 Mos c ot ‘”首先

提出了线性系统中的变分不等式
.

之后
,

这方面陆续发表了不少论文 (参见 [2
, 1 5 , 1 6」)

.

最

近
,

丘成桐
、

高扬研究了几何非线性系统中的对偶变分不等式
,

并在v o n K ar m a n 板理论

中得以应用
〔‘“’.

由于 M os c o 的对偶变分不等式中的未知变量是原问题中的对偶变量
,

在实

际应用中
,

很难建立对偶不等式的显式形式
.

因此对偶变分不等式并没有在工程问题中得以

广泛应用
.

本文的 目的在于研究二维弹塑性梁的接触问题及对偶变分不等式逼 近
.

众所 周 知
,

经

典的 T im o’s h e n k o 梁理论中的剪
一

切位移独立于夕轴
,

亦即变形后的梁截面仍然保持平面
.

这

种变形模型难于适用于弹塑性问题
.

最近
,

高扬及R u s s el l[
。」
推广了T im os h o n k 。理论

.

通

过引入一个独立的剪切位移
。
(二

,

功
,

建立了一个广义的弹性梁动力学模 型
,

并 在 智 能材

料 (即S m a r七 m at e ri al s) 中得以 应用
〔‘。’.

本文则将此广义梁模型推广到弹塑性系统中
,

并给出在接触问题中的应用
.

为降低非线性方程中的微分阶数
,

作者 引入了一个新的轴向位

踌

美国国家科学基金资助课题
,
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,
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移 可 x ,

川
,

从而建立了一个二阶偏微分不等系统
.

此模型可以用来处理具有摩擦接触条件

的障碍问题
,

并由此导致了一个所谓二次互补性问题 (B ic o m p le m e n tar it y p r o bl e m )
.

文

中证明了这个新的二次互补性问题等价于一非线性变分不等式以及其对偶变分不等式 ‘应用

于塑性极限分析理论中
,

导出了一个下限定理
.

二
、

广义弹塑性梁及接触问题

考虑一理想弹塑性梁与一 刚性障碍物G所接触
.

《戈《 L
,
一 h《夕《h }

.

布剪加” {贾(大
, 一 h)

,

梁的横截面为一矩形 习二 {(凡 功〔R
Z

阳

(见图 1)
.

梁的上端作用有外载p = 通互(x
,

h)
,

万(x) }
‘ ,

下 端 有 分

o }
‘ .

梁的位移分别为
:

轴向位移
“
(x

,

川 ; 垂直位移功(x)
.

功(
x
)

图1 广义弹塑性梁的接触问题

由连续介质力学理论知应变张量{‘ , }应为
:

l
丫J夕

‘

、.2叨一X口一口口“

a X
生(迢竺

r

2 、 口刀a夕

￡, 犷

’

)
生了旦竺 、

2 、 口X

a切

a y

劣盆公即口
C忍

/口、
、

因为四二叨 (川
,

所以勺
, ” 0

.

令

, “(x , g )
、

“(大
, y )‘气

, 、

)
, e

功Lx )
(2

.

1 )

沙雷.匀几

9曰

了口.、
、

斋)

一

(;)
-

分别为广义位移及广义应变矢量
,

于是广义梁的几何变形方程应为
:

U刃一一

‘

、./刀劝(x州“/‘.、

、、..,...尹/
了

。

一掀
。

一即
了甘了..lesesl、、

一一

、、、......,产
口幼

aX

口u
.

d田
勺歹万

~

十
一二

~

-
U 万 O X

口

己X

(2
.

2 )

Z了甘皿.....,、、

一一

、

、.产
￡夕/厅吸、

一一6

其中

“ : 一

(
口/ 口兄 ,

口/ 口夕

O

)
口/ d 尤

‘ (2
.

3 )

为几何变形算子
.

令广义位移空间犷为
:

r z “(x , , )
、

.

‘ , = t
u 二气

, 、

){
“(x

, y夕任男
‘

(口少
, 田 (‘)‘淤

, 〔o
,

乙」冬
切LX 少

’

J
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其中尹
’= 附

“ , ‘
为标准的S o b ol e v 空间

,

广义应变空间 g 及其对偶空间罗 肠= 夕 (亦即广义应

力空间) 分别为
:

一{一(龙
,

:{)
,
·
(
一

)
, 夕(

一
)·:

2

(。)
}

/
: 一

{
S一
(:{:,’:{)

一 (

一
)

, ·
(·

, 。)〔*
2

(·,
}

双线性式

<,
,
)

:
夕 x 罗 。 R

(: , 。)一 <。
, 。> + <‘

, : >一}
。‘a “+ ‘ , , ““

将夕及 穿装配成对偶空间
.

现引入广义外力空间夕
:

/ q (%
,

士h)
、

lpo R
·

Ip一灭 , (二 ) )
’ V x 〔[o

,
L ]

, q ,
p (劣)〔男

2

[0
,

L〕}
双线性式

(P
,

(, , 二
)

: 少 x 扩 : ” R

u ) = 、
。q 又x

, ”)“LX
, ”)“ x 十、

。q 气x , 一 “)“ Lx , 一 ”)“ x 十 3
。p Lx )切 tx ) a x

则将夕和 澎装配成对偶空间
.

根据G a u 朋一G re e n 公式
,

对任意给定 u (
。 ,

叫
‘, e二刁 u 有以

下对偶对关系
:

(s ,
刀 u ) = (刁

补 s , u ) (2
.

4 )

此处刁气夕 , 夕为刁的共扼算子
,

由下式定义
:

J

,
、

[ 口了
,

~ f l aa
.

日r 、
,

~
(刁 , S , U ) = 一 、

一

不二尸阴口 3才一 、 t 一二二 +
一二万

,

I林以 占J
J Q O X J g 、 O X 口 U l

.

‘九
, , .

‘几
,

二
‘石

十 、 仃 n : u a 刀}
: · 。, 石十 、 T n : 切 a 刀】

二 。 o , L 十、 T n 梦“a x {犷一沙
‘ 一 九 J 一 人 J O

因此刁
怜可分解为

“

囚部
”

算子 (口中)
:

r 几 z

刁我
、 = 、 ‘

J 一 介 、

一a / a x 一日/ a

一日/ 口

夕、

夕
“” (2

.

5 )

及边界算子 (。口上 )
:

口朴
召 ,

r 刀公 ,

T 刀 , ,

x “ 0 ,
L

x ~ 0 ,
L

夕= 士h

x 方向

刀方向 (2
.

6 )

.

r,‘l-,

一一
肠A

两部分
.

此令 犷
。

c 澎为运动许可空间 (即犷的子空rHJ
,

其中包括必要的边界条件 ). 例如对

于夹支梁
, 此空间可定义为

:

澎
。

= 笼(“
s 。)

‘

〔澎 }功”a 。/ 口x ‘ 0 , “
(x

, , )= 0

于是对任意给定的 u〔犷
。 ,

由对偶关系<A 。, : >= (u
,

几 口T
,

_ 、
万万 a y= p (X )

,

a
.

a
~
二万犷 a 十

一
万丁

~ r = U ,

O X 口夕

:
(尤

, 士h)= g (x
,

士h)

V , 〔[一 h
,

h〕
,

当 x 二 o ,

L }
·

过札 )” (u
,

P) 可以导出平衡方程
:

V x 〔【0
,

L 〕

(2
.

7)
V (x

,

功妥口

V x 任【0
,

L〕

lee/l、少Iesse、

今O
.

一一
舀告务刁
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今设障碍物的形状功(x) 为一严格凹的函数
,

对于给定的外载节= (口(二
,

士h)
,

乡(劝 )
‘,

互补性条件应为

阴 (x )一劝(x )> o ,

p (x ) 一 P (x )《 o ,
.

(。 (x )一势(二 )) (乡(戈) 一 P (x ))= o

V x 〔[ o
,

L〕 (2
.

8 )

如果 u (x
, 刀) = (

“
(义

, , )
, 田伽))

‘

及
s
(x

, 刀) ~ (。(%
, 夕)

, :
(欠

, 夕))
‘

为问题的解
,

则接触区

域才〔〔o
,

L 〕及其边界可定义为
:

才 : = {%任[ o
,

五] 1切 (x )= 势(x )
,

V 义任[ 0
,

L〕}

r ,
, _ , , , 、 、

户 a T , . 、

、

d 万 : = 嘴大七 LU , L 」i切哆少= 势拼), 、 一万二 a g 十矛(义少巴 。卜
、 J 一 h 甘 八 夕

此边界仅在 问题被解决后方可确定
,

为此称为自由边界
.

因为互补性条件(2
.

5) 涉及到位移 u

及外载荷p
,

为此我们称之为外部互补性条件
.

对于此弹塑性变形问题
,

我们同时还有 所 谓

的内部互补性条件
.

此条件将涉及应变。及应力s ,

并且给出弹一塑性分界面
.

现在考虑对偶对(e
, : )的本构关系

.

当梁内有塑性变形发生时
,

域习应分为二部 分
,

即

弹性区口
。

及塑性区口
, ,

且口
。

U口, = 口
,
口

。

n 口, “功
.

在弹性区日
。
c 口

,

应力矢量s和应变 矢

量e 〔分 的关系可由线弹性 (虎克 ) 定律给出
,

本构方程应为
:

一He ·

(:)
一
(; :)( )

“
。

中
(2

.

9 )

将此方程及几何关系 (2
.

2 )代入方程 (2
.

7 )
,

可得到此广义梁的弹性方程
:

n�9自

、||l、r|||-\
L

2h
斋

阴 (x) +

会
“ (X

,
、卜会

·
( x

,
一 * ) + , (二 ) / 。一。

,

令
+ 、

令
一。

,

(·
, 。, 。〔。

,

: 〕又 〔一人
,
、〕

命
·
( / ,

士、) +
器

一。(X
,

士* ) / G ,

其中夕= G牌
.

显然
,

对于给定的边界条件
,
此问题的精确解是不难求得的

.

然而在塑性域 口
, c 口 内

,

应变矢量应分解成弹性和塑性二部分
,

即 e ~ e ‘

+ e p .

其弹性

应变 e ‘

可由H 。。k e 定理 (2
.

的求得
.

对于H e n c k y材料
,

塑性应变。’由下式定义
:

e , 二几〔口j (s ) / 口s〕

5
.

t
.

几》 o ,

f (s ) ( o ,
凡f ( s ) = o a

其中几〔R ‘

为塑性流动因子
,

f (s) 为屈服函数

j( s) = 卜}
。 一 a 。= 双 a

‘

+ a : ‘

一 二。

几为材料常数
, a > 。为一参数

:

对 v o n M i o e s 材料
,

ljs !!
。

二 材 了 + a奋之 为有效应力
,

其为应力矢量s的模
.

过程中
,

应变矢量e ‘

与e ,
保持同一方 向

,

容易求得
:

。。 } (2
.

1 1)

a ~ 3 , 对 T r e s e a

对于比例加载问题
,

( 2
.

2 2 )

材料
, 。一 4 〔3 〕.

亦即在塑性 变 形

几二 1Ie
’
}{

1 , 。 = }}e l}
l , 。一 E 一 ’a 。”研矛不不币万 一 E

一 ‘a 。

( 2
.

1 3 )

其中 {。 111
, 。“扩砰石不万为应变矢量的模

.

今引入阶梯函数
:

f》 0

f< o

,1�U
沪
.‘‘

一一j)苗
.

于是本构方程可以写成如下形式
:
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e 一。一 s + ;

弩
功(, (s ))或

一万一 + ‘

黔
功(, (: ))

: 一‘一 + “

黔
功(, (s ))

(2
.

飞4 )

此方程由下列互补条件约束着
:

元(e )》 o ,

f(s )《 o ,
元(色)f (s )‘ o (2

.

15 )

因为这一互补性条件涉及 内部变量对 (e
,

幻
,

则称此为内部互补性条件
.

于是弹性域口
. 、

塑

性域口
, 及弹塑性分界面厂

e ,

二口
。

n 口 ,
可定义如下

:

口
。 : 二 { (火

, 夕)任口 {几(e (x
, 夕))< o或f(s (x

, 夕))< 0 }

口 , : = 笼(x
, y)〔口 jf(s (x

, 夕))= o或久(e (x
, y))> o }

厂
e , : 二 {(戈

, 夕)〔口 I久(e (x
, 夕))二 o ,

f(s (义
,

L

, ))二 o }

图 2 给出了各类空间及算子间的关系
.

其中B (叫 二。 一劝
,

B 气P) = P一矛
.

外部互补性条件

O
一(w 一、

一川

一 O
B (w ) 行 *

(p )

/ Á 一
(u, p )

一 ¼、

}
p 之乃 *

弓

!
e
绍

Á 一
<e, s >

一 。
S

二

·

一一双e )f( s )一 O一一

内部互补性条件

!
“·,

O

e尸,几、
,试

图2 对偶空陈 算子及互补性条件

如果障碍物的形状为一严格凹的函数功(x )〔矛 ’〔0
, L 〕

,

则此广义梁的障碍问题可 定 义

为
:

问题 1 (B C P ) 对于给定的障碍函数劝(劝和外载万(习
,

寻找位移场 “(x
,

功 = (川x ,

功
,

叨 (川 )〔澎
。

及应力场s = (a ( x
,

功
,

《x ,

功 )使其满足下列方程及条件
:

1
.

几何方程
:

‘

、..了y),大(x州
’一““,

或

(:)
:

嚣口/ 日x
)(

“
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2
.

本构方程
:

= E
一。 + 、

半
价(j(s) )

吕夕

‘..声、,...几

或
。 _ 1 _ . ,

口f(s)
, , , , _ 、 、

. = n s个 几一下玩二一毋 LJ L, ) 7
, 产 J

= G
一 : r

刊旦近(丝创 八
s ))

口 r

平衡方程
:

而 口了
_ 。一 飞咬

- a 夕= p (尤)
, V 火〔[ 0

,
L〕

口
.

口
~

瓦牙a 十
一

百百
一 丁一。,

:
(大

,

士h)二互(x
,

士h)

V (义
,

y )〔口

V x 〔〔0
,

L〕

1.1/少、leees、

或P,一一
.、�朴过

4. 外部互补性条件
:

功 (火) 一叻(尤) > o , 尹(火) 一 P (二)《 o ,

(、一劝) (矛一 P ) = 0

5
.

内部互补性条件
:

人( e ) > o ,

f (s )《 o ,

几( e )了(
s) = o

由于此问题具有二种不同类型的互补性 条 件
,

为 此 称 此 问 题 为 二 次 互 补 性 问
一

题

(B i e o m p le m e n 七g r i七y P r o ble m )
,

简称为 (B CP )
.

三
、

超势及原变分不等式

此节中我们将引入一超势函数以解除内部互补性条件
.

为一一对应
,

应变能不
。

为一凸函数
:

附
。

( e ) = l
_

粤
。 。H 。、。 = (

_

冬(E
。“+ ‘: “

)、乌
J口 2

一

JO Z
“
一

通过L e g e n d r e变换
,

其共珑函数砰盆(s) 可定义为
:

由于在弹性域口
。

中
,

应力与应变

口。
中 (3

.

1)

附飘 : )二 < s , 。> 一班
。

(。)翔 喜
: ‘H 一 ‘sd 口钊 李(E

一 ‘

少 + G 一 ‘: “) d日
J 口 乙 夕O 乙

( 3
.

2 )

此即弹性余能
.

于是在弹性域中
,

本构关系 ( 2
.

0) 及其逆形式应为
:

s = D 不
。

(e )
,

或 e = 刀不芯(s )
,

’

口
e

中

此处刀为G 封 ea u x 微分算子
.

现 引入一应力空间的凸子集了
:

了 = {s〔夕 }f (s (戈
, , ) )《 o ,

V (义
, , )〔口卜

于是塑性超势才尝(s)可以定义为
‘“’:

( 3
.

3 )

( 3
.

4 )

牙’‘, , 一
{

0 , s〔了

+ co
,

其他
(3

.

5 )

在凸分析中 ( 参见〔4 ])
,

才贯称为凸集了的指标函数
.

其次微分为一点集映射
:

了
;丝旦

_

1
一

口s
’

。附梦( s ) ~ 、
、

(;{
,
’

f (s ) , o ,
几> o

( 3
,

6 )
f (s ) < o

f (s ) > o

于是塑性本构关系 (2
.

1 1) 可写成如下形式:
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e , 〔日班梦(s )

令 才
肠
(s)‘研: (s)+ 附梦(s )

为余能超势
,

子是H e n c k y 塑性梁的本构关系可统一地写成
:

e〔a牙
井
(s )

利用L e g e n d r e 一F e n c h el 变换
,

附
, 的共扼 函数可由下式得到

:

(3
.

7 )

(3
.

8 )

(3
.

9 )

牙 (e )= s u P{(s ,

S

二 su P{<s ,

生

e )一牙
劳
(s)}

e e

> 一牙忿(s)} + s u P{(s ,

生

e , ) 一附言(s ) }

= 平
‘
(e )+ 平

,
(e )

其中

牛 e ‘H e d口 口
.

中扩E
l一21一2

口D

性户. .,‘‘、奋、、.

声

了l,气ise、

附
。

(e)=
一

la 息d 口
,

口 ,
中

为弹性势能,
、

而

才
,
(e )二 s u p <s ,

sC男 (户
十
夕

一 E
一 ‘“。

)
““

,

口
。

中

口 ,
中吞a

,口
nUr性t, ,
.

了.、声.、

一一
、/pe

为塑性超势
、

在 凸分析中
,

此也称为凸集了的承托函数
.

利用第二节中引入的阶梯函数功及

方程 (2
.

1 3 )
,

超势函数牙可进~ 步写成
:

牙 (。)= (
_

令[。
‘
H e叻(一 ; (e ))+ 二

一 , 。套叻(、(e ))〕、。 + (
。。、(e )叻(、(e ))。。

砂甘 ‘ 廿g

(3
.

10 )

于是本构方程 (3
.

的的逆形式应为
:

s二。牙 (e )

我们进一步引入位移空间的一凸锥留
:

留 , = {u = (
u , 二 )

‘
〔扩 ! }田 (x )》劝(x )

,
V 火〔[o

,
L ] }

于是此广义弹塑性梁理论的旧C P )问题可有如下提法
:

在交集犷
。

自留 中寻找 u = (
u ,

洲
‘

满足下列方程
:

(3
.

1 1 )

(3
.

12 )

1. 几何方程
: e = 刀u,

2
.

物理方程
: s ~ 日牙 (e )或 e 〔a牙气s)

3
.

平衡方程
:
刁粉》几

4
.

互补性条件
:

(。 (x) 一叻(x ))(P (劝 一 侧x) )二

此令尸
: 犷

。

” R为总势能函数
:

P了u )= 研 (刀 u )一 (万
, u )

于是原变分不等问题 (简称 (P V I) ) 可阐述为
:

(3
.

13 )
、l

n�

( 3
.

14 )

问题 2〔P V I ) 对于任意给定的 v〔扩
。

自留
,

寻找 u使得下列不等式成立
:

(日P ( u )
, v 一 u ) 》 o ,

V v〔澎
。

自留 ( 3
.

1 5 )
亦即

:

、 , 、 、

Fr几 口
, , , 二, , , 、 , 、 、 、 ,

1
,

) 一 叨 Lx ) ) L、
一 。一 飞辰

-

又“ , 理 L￡又, , ) , , L“ , 功 ) ) , “y j
a x

_ r 石 , , 、 , 、 _ , 、 、 ,

乡乡
。戈“ L“ ) 一 切 L戈 , , L尤 ) ) “ 劣
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l
。
(
·
(X

, 。)一 (二
, 。))〔斋

(。
,

砰 (
·
(
·
)

, : (
· , 切)),

日
,

_ , , , , , 、 , 、 、 、

1
.

_

+ 一万丁;一 又口 , 尸 (￡(u )
, 夕(“

, 叨 ) )) ld 名才, 0
u J J

V (
” , z

夕〔犷
。

自孑

同时
,

原变分问题 (简称 (P V P )) 应为
:

问题 3( P V P ) 对于任给的v任扩
。

n 兮
,

求 u使下式成立
:

P (u )《P (v)
,

V v〔犷
。

口了 (3 一6 )

定理 1 对于任意给定的凹障碍函数功及外载系统峥
,
互)

,

问题 (B CP )
、

(P V I)及 (P V P )

互为等价问题
.

由于尸
: 扩

。

、R为一凸
、

下半连续函数
,
留为一凸锥

,

根据〔1 2〕中的方法即可证 明 此 定

理
.

四
、

对偶变分不等式

为求得总余能函数
,

此令
:

J (u
, e )二牙 (e ) + F (

u
)

此处
u〔扩

a�nr(u,8一+rJ、-,

F (u)
: 二

显然如果 u〔澎
。 ,

P ( u )二 J ( u ,
姓 u )

.

函数应为
:

其他

因为 u 的对偶变量应为p二刁卜
,

.

于是J ( u ,
刀u) 的共辆

J‘ (一刁
朴s , s )” “ll P

‘
砚

s u P{ (一刀
肠 s ,

e ‘扭

u ) + ( s , e >一 J (u
, e ) }

一
溉

{ (一刁”
, “) 一F (“) } + se1 琶{<

, ,

== F 朴
(一刁

怜 s) + 附
朴
(s )

e ) 一牙 ( e ) }

此处

二 (

一
) 一

(‘:
, (·)。、!

。

器
/

一
(· ) ]

J一

、+ co

s = (a
,

T)
‘
〔夕

。

其他

其中夕
。

c= 夕为静力许可空间
:

f
, 、 :

,
_ .

r 介 a 丁
, 、 _ , 、

二 ,
尸 _ , ,

a a
,

a 了

丫
“ ’= i

, = La, 了)
’

七了 l一、
_ 。一
百歹

.

“夕户叭 x ), V 义忆 L。, 乙J, 万万十飞面
一

= 。,

v ( x
, 。)。“

,
、

· (二
,

士h )一 。(x
,

士“)
, v 、〔〔。

, L〕
} (4

.

1)

在交集夕
。

n 了上
,

系统总余能函数尸气 s) 可简单地表示为下式
:

P 爷
(s (a

, r
) ) = 一 F 朴

( 一刁
劳s (a

, 丫
) ) 一牙

爷
(s (a

, r
) )

一

盯
一 , (
电!

。

器
“。+ , ‘二 ,〕

“‘一

l
。

御
“

一 ’。 “

+ ‘
一 ‘·“〕“只 ( 4

.

2 )

于是我们有如下的对偶变分不等式 ( 简称 (D V l ) )
:

问题4 (D V I) 在所有静力许可的应力场 s = (a
,
约

‘

〔夕
。

n 了
,

寻找 亏, (厅
,

勺
‘

使得下
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述不等式成立
:

f
。
。 _ : 二 , 二 、 .

。 _ , , 一 、 , ,

。 _ r
.

、

日 一
、 .

_

、
。 L乙

一

“
沙 一 ” 少十妙

‘

L丁一 下 少」a 占才少 )
。, 娜夕万万

r

沙一 了少哪J

V (。
, ‘

)〔夕
。

门了 (接
.

3 )

这是个定义在凸子集上的二次变分不 等式问题
.

与问题 2 相 比容易发现对偶变分不等式

要比原变分不等式简单得多
.

与此问题相关连的对偶变分问题 (简称 (D V P” 为一非 线 性

优化问题
:

问题5 (D V P ) 在所有静力许可场t〔夕
。

中
,

寻找s使得下式成立
:

P 芳
(s )) P 关

(t)
,

V t〔夕
。

(4
.

4 )

定理2 对于任意给定的凹障碍函数劝(川 及外载(厂
,

引
,

对偶变分不等式 (D V I) 及对偶

变分问题 (D V P )在有共同解集意义下互为等价
.

此解集中的任一元素同时也是二次互 补 性

问题(B CP )的解
.

并且

in fP (
v
)二 s u PP 朴(s ) (4

.

5 )

证明 首先我们证明 (D V I) 幼 (D V P )
.

因为尸气夕
。

, R U { 一 co }为一凹
、

上半连 续 函

数
,

对于任意的G 么tea u x 微分D p ,
(s )〔J尸

,
(s )

,

(此处 J尸
, 二 一 。(一尸

,
)表示为 p , 的超微

分 (o v e r 一 d iffe r e n tia l) (参见 [ 1〕))
,
有

P 朴
(s )一 P 肠

(t)》 (一 D P 怜
(s)

,
t 一 s ) V t任夕

a

容易证明

(一 D P 肠
(s )

,
t一 s )》 O 。 (a牙

书
(s )

,
t一 s>》F 肠

(一刁
. 5 ) 一 F 肠

(一刀
肠 t)

V t〔夕
。

由此可知若s〔夕
。

自了为 (D V I) 的解
,

即有 (D V I) 今 (D V P )
.

又因为夕
。

为一凸子集
,

即对

任意给定的0〔〔o
, l〕

,

有

s〔夕
a ,

t〔夕
a ,

冷8 5 + (一 0 )t〔夕
a

于是由(D V P )
,

应该得到
:

P 肠
(s)> P 关

(o t+ (1一 0 )s )二P 务
(s + 0 (t 一 s )) V O》 o

此即
:

音
〔p ,

(s + “(, 一 , , , 一p ‘
(, , 〕《。,

V “李。

令 8 , o +

o李 lim
0 , 0 +分

〔尸,
(s + e(, 一 s ))一 p ,

(s , 〕一 (D p ,
‘
s
,

,
, 一 , ,

由此得证 (D V P )冷 (D V I)
.

实际上
,

由于尸气夕
。

” R U 一 co 为严格凹的
,

若夕
。

为 B a n ac h

空间中一闭的凸子集
,

则对偶问题 (D V I) 及 (D V P )均有相同的唯一解
.

现在则将证明对偶 问题 (D V P )的解同时也是二次互补性问题 (B C P )的 解
.

为 此 引 入

L a g r a n g e乘子 (
“
(x

,

功
, 。 (劝 )

‘

以解除 (D V P )中的静力许可约束
,

即得
:

二 、

r 乙
.

c h 「 a 丁
, . 、

1
· ! , , ,’ ·

乙 又s
, u , 。) = 、 一势、 }一石丁

一
以 y + 尹tx ) 1以大 一伴 , (s (a

, 丁 ))
诀 O J 一几 L LI 人 J

r / d a
.

口丁 \
,

_ r L r h F 日丫
, . 、

飞
.

一 }
。“

L
~

丽 十 万了)
“‘才一

l
。 。 l

_ 、

L万无
一

“夕+ , (义少」
“x

+
}:
·〔·(X

,

士“, 一。‘/
,

士“, 〕“X
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于是 (D V P )等价为下列鞍点问题
:

in f in f s u D L (s
。 u .

。 )
“(掀君(‘J〕 田李 0 ’〔夕

此鞍点问题的K a r u sh 一K u h n 一T u c k e r 优化条件应为
:

o〔口: L (s
, u , 。 )

(4
.

6 )

贵
+

会
一。

, ·
(X

,

士h) 一。(X
,

士、)

: 。、/ 卜 , 、·)、 。,

l!
。 一

会
d , 一 , (/ )) 。

(
功 (/ 卜 , (/ ))(l{

, 一

器
d , 一 , (X ))

一。

(4
.

7 )

其中偏超微分。〔口, L给出
’

下列本构关系
:

会
〔”

。

W
·
‘J

, ·少
,

器
+ 皿令

上
一

。
·

牙
·
(a’

此表明鞍点问题 (4
.

6 、的解同时也满足 (B CP )的全部方程和条件
,

一叻代入 L中
,

利用G a u s 兮一

G r ee n 定理
,

即有
:

L (s
, u )二 <刀u , s) 一牙

关
(s)+ F (u )

利用 L e g e n d r e 一F e n e h e l变换
,

容易发现 s u p
,

L (
s , u )二P (u )

.

L (s
, u )~ P 朴

(s )
,

于是有 in fP二 in f s u PL 二 s u PP气 证毕
.

动 (4
.

5)

并 且 。 ”、 一劝
.

将 。 ~ 田

(4
.

9 )

另一方面
,

如果 s〔夕
。 ,

五
、

理想刚塑性梁及极限分析

此节中
,

我们将讨论在没有障碍物的情况下
,

此广义梁理论的极限分析问题的下限解
.

今设外载p比例于一正的比例 因子
. , c

> o : 莽(x )”叩
。

(二 )
,

此处 p
。

, (o
, 0 )

‘

(口中)
,
p
。

, (g
。

(x )
,

P
。

(x) )
‘

(在 , 二 h上 ) 为一预先给定的单位载荷
.

于是极限分析的目的即为寻找
, 。

的临界值使

得结构在极限载荷
, 。

p
。

下产生塑性流动
.

在此问题中
,

弹性变形可以忽略
,

材料可视为刚塑

性介质
.

为此互补性问题可以提出如下
:

问题 6 对于任意给定的 p
。

(刘
,

求
u 一 (u

, 。)
‘
〔犷

。

及玛> 0使得下列方程及条件成立
:

(l) 几何方程
:

、.口Z

、件了
r

夕)

义

X川0阴份/口.、、‘

、/ .
/ 。 、 l a / 口x

e ”刃u ,

或叹 )= 叹
、

,
了 、

口/ 口夕 日/ 口大

(2 ) 本构方程
:

e 一走

弩上功(, (s ),
,

或
{
。= 几〔。f (s )/ 。a ]价(f(s ))

, = 几〔af(s)/ 。: 〕功(f (s))

(3 ) 平衡方程
:

几 日T

_ 。 一万牙
。 , = ”c p 。、x )’ V 戈任[ o

,

L〕

了(x
, h)= v o g 。(二 ), : (大

, 一 h)= o ,

V (大
, 夕)〔口

丫大任[o
, L」

一一丫
;一夕一日切

+口
;一戈口一卜(一a

lee/l‘lles、

或P0梦
一一

釜过
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(4 ) 互补性条件
:

几(e )> o ,

f (s )( o ,

此问题的系统总势能应为
:

尸 (
u , 切)一l

。a 。

了
-

几(e )f(s )二 o

, ,

1
. 、 。 ,

。 f乙
,

二
、 ,

u 三
,

十二 (u , ,

十切
, :

)
“ u 。甘一 v e

、 Lq ou 十 P o川 ) a 火
〔名 砂 0

(5
.

1)

现引入运动许可场扩
: c 澎

。 :

犷 ‘= 笼u 二 (
。,

并定义
:

切)
:
。犷

。

!
(:

(。
。·+ ,

。: 口)d X 一 , }
(5

.

2 )

” ‘

(
“ , 田 , 一(

。a 吞

了
。
“

·

+
誉‘

。 , , + 二
, 二

)
“

d “
(5

.

3 )

于是由原变分问题
,

我们有下列上限定理
:

定理 3 对于任意给定的运动许可场 u = (u,

且口
:

, c

《
, +

(u )
,

V u〔澎 :

并且
v 。

= in f v +

(u )
u
(砒

,

胡
‘
〔扩 ‘, v +

(u) 为极限载荷因子
v 。

的上限
,

(5
.

4 )

(5
.

5 )

在工程设计中
,

极限分析的下限解往往更为重要
.

为此
,

我们引入静力许可场夕
: :

f
, 、 二

一
.

c 介 口了

夕
￡~ 弓s巴 〔a

, 丁)
‘

七夕 I
’

一 、 一万万
.

d 夕= 梦 ,

P
O
(义 )

, 丁 (x
, h )= , 。q 。

(大)
,

V 大任LO
, 乙J

,

气 J 一 几 口人

aa
.

a 了 二
、

_ ~
二 、

_
_

_ _ _ _
、

万牙 + 万歹= ”,
V (x

, ”)七‘J
, 丁 (x

, 一 ”)“ 。,

V ‘七L。
, 儿J少

(5
.

6 )

其中
, ,

(s )> O为一静力许可因子
,

可 由平衡方程刀
’s ~ , 。

p
。

求得
.

利用L e g e n d r e 一P e n c h el 变

换
,

可得
:

, 一

(s )二 一 s u P s u P { (一刀
关: , u、+ < s , e > 一 , +

(e )}
e
(名 (

u ,

切 )(叹乙
,

= 一 s u P (一刀
关s , u、一 s u P {< s , e > 一班

,
(e )}

(
u , :。

)〔呢乙
了 e(名

一

{
, “ ( s

, 一 附曹‘
’)

,

一 囚
,

刀 关s 一 , 。
P
。

(x )” O

其他

于是有下列极限分析的下限定理
:

定理4 对于任意给定的静力许可场 t〔夕
‘, , 一

(t) 为极限载荷因子
v 。

的下限
,

即
:

v 。

> v 一

(才)
,

V t〔夕
:

并且
, 。

二 in f , 一

(亡)
,

V t任夕
:

证明 令 s及其关联的 u为问题 6 的解
.

利用牙权 s)的凸性
,

有
:

牙
签
(t)一班

带
(s )> (刀 u ,

t 一 s>” (u ,
刀肠t 一 s )

一 (
v ;

(t)一
v 。

)(p
。, u )

,

丫t〔夕
,

因为 (p
。,

u) ” 1及附气s) ”户
,

于是得到
:

, c

》
v ;

(t) 一班
关
(古)+ 班

朴
(s)”

, 一

(公)
,

V 才〔夕
‘

由此定理 4 得证
.

(5
.

7 )

(5
.

8 )
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由于在凸集了上
,

塑性超势研贯(s) 二 0 ,

于是有
:

v 一

(。
, r

)~
v ,

(。
, :

)

由定理 4 可得如下结果
:

定理5 对于任意给定的静力许可场 s” (a
,

动
‘

使得下列关系式成立
:

(5
.

9 )

{
、

贵
d 。

一
,
。

‘二 ,
,

V X 〔〔”
,
“」

(5
.

10 )

器
+

斋
一。

,

V ‘X
,

* 〔“
(5

.

1 1)

:
(x

,
h)=

v , 口。(x )
, :

(x
, 一 h)= 0 ,

V x 〔〔o
,

L ] (5
.

12 )

斌 a “

+ a : “ 一 a 。《 o ,

V (x
, 夕)〔口 (5

.

1 3 )
v 。

(s) 为极限载荷因子
v 。

的下 限
,

即

v 。

>
v ,

(s )
,

V s〔夕
: 门了

此式为一同时具有等式及不等式约束的优化问 题
.

其中 的 屈服条件可根 据 塑 性 超 势

牙咭(a
,

T) 的不同构造而得以解除 (参见「7
, 8 ] )

.

如果我们令

a ~ , , a 。, : = v 。 : 。

(5
.

14 )

此处 a 。

及
: 。

为平衡于单位外载 (p
。, q 。

)的静力许可场
.

于是根据〔7〕中所提出的一般性定理
,

有如下结果
:

定理 6 对于任意给定的(a
。

(大
,

功
, 丁。

(戈
,

功 )〔夕
,

使得下列条件成立
:

r h 日r n

一 )
_ 。一石剪

“夕” p
。, f 。

(x
, ”) ~ q 。,

口a
。 .

a r n

谈二二一十 - 了万
一

口不 U 沙

V (x
, , )〔口

一 (

一
”, 一 0 ,

V ·‘〔0
,

L 〕

)
{

咬5 ” 5 ,

则由

a b

一 m a x (
: , , ) : 。

斌a 孟(x
, 夕)+ a : 舌(x

, , ) (5
,

x6 )

定义的载荷因子
, 。

必为极限分析的下限解
,

即 , ,

《 , 。 .

证明 对于任意给定的s = v ,

(a0
, ‘。

)
‘,

斌 a “

(x
, , ) + a 二

(x
, 夕) = v ,

斌a 名(x
, 夕)+ a : 吕(戈

, , )

二

耐可瓦
一一

刃户石可仄厂历
-

二二二二丁二艺丁

一
.

一万 = 书于万= = = = = 夭~ 于= = = 气于于= = = = = 子毛
,

仃
卜

1 1 1 。入 (
: , , ) : 口材 a 占(x

, y )十 a 了言(x
, g ) 、 -

于是 由定理 5 即知 由(5
.

1 6) 式定义的儿为一下限因子
.

证毕
.

a
,

e
.

口中

六
、

简 例

今考虑一双端简支的梁
,

在其顶部作用一垂直外载P
。

(劝 = s in (%耐L) (, = h上 )
.

与此关

连的静力场应为
;

口。(x
, , )~

石
一 _ , _ X 兀 _ : _ 夕兀

一了六产不 七工1 1 , 一于

一 石 1 1 1 we , 丁花一
8 九

一

乙 2 打

一 (·
, 。)一
命

。。。

子
。。S

会
。6

.

1)

易知其满足于平衡方程(5
.

15)
.

于是由下限定理求得
;
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梦8

=

—
sh

ZJ 。

L
Z

m a x (
: , , )。 : 。 , 石 : 、 r一 、 , 。〕

了S in
“ 义汀 : in “

理毕+

煦
。。。“

艺n L
夕 -

戈兀

L L

e o 。2 ~

草乒
2 九

显然
,

如果 4h
Z a / L

“

< 1 ,
问题

1ll a X

(劣
,

g([ 0
,

L〕x [一 h
,

h〕
汉5 in

Z 义汀
。 ; ” Z y汀 :

。 且二 i - 一 , ; , ~ .

门~

2 入

4 h
艺a

L
“

e O S Z X 汀

L L

e o 。2

渔毕
2 九

的解应为
:

(二
,

功 二 (L / 2 ,

士h)
.

由此下限定理 给出
:

, 。

= 8h
“

几 /厂

对于同样给定的应力场
,

而经典梁的下限解为二场
“a 。

/刀
.

显然此大于
, , .

由于考虑剪切

变形
,

广义梁的极限承载能力显然要较经典梁为弱
.

文 〔1。〕中给出了此广义梁的 弹 性 解 与

T im o sh e n k o梁和经典梁的比较
.
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