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摘 要

本文讨论了一类非线性非自治多值的退化抛物型方程解的存在性和解的正则性等
.

它 代表一

类具非线性本构约束及不可微外约束的能量耗散的物理
、

力学和优化等问题
。

关键词 抛物型方程 单侧约束 多值 解的存在性

一
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日} 省、 动 . 月- j

经典连续介质热力学
,

半渗透壁及其温度控制等诸如此类问题的经典动态刻画均可等价

地由如下变分不等方程描述“ ’.

(P ) 求
“
(t

,
·

)满足

(公(公)
, 。一 u ) + a

(“
, 。一 u

)+ 巾(
v
)一中 (“)》<f

,

卜
u > V ”〔厂

其中犷是具自反结构的 B a n ac h 空间
,

侧 。 , 。
)二<A0

“ , 。>(A
。
〔L (厂

,

尸”是犷上的强制非负

对称的连续双线性型
,
巾是系统的约束函数

,

通常它是犷上的下半连续凸函数
.

A
。

的线性性

一般由物质的线性本构约束所决定
.

(P ) 也代表了一类优化控制问题
〔2 ’.

但是我们知道
,

线

性理论虽然具有某种普适性
,

能近似的解决一些理论和实际问题
,

但它只是一般理论的一种

特殊情形
,

其理论基础及其适用范围有其局限性
〔“’.

基于此
,

我们考察如下的一非线性非自

治多值的退化抛物型方程

或者

农+ A (t
, u
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u
)〕f
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它代表了包括上述问题在 内的更为广泛实际的一类物理
、

力学和优化等 问 题
.

其 中 A : I x

犷* 尸是非自治非线性的
,

刀(司二 0]’ (
“
)及口中均是尸中的极大单调图

,

j
:
R 、 R U { + oo } 及

中 : R o R U { + co }是下半连续常态 凸函数
.

通常刀和。巾是施加给系统的不可微单侧约束
.

若取j(动‘几(
u 一h) 或者中 (

。
)二。(。一

:
) (这里h和 r

是不依赖于
。的函数)

,

那 么它们分

别表示口及其边界口日上的延迟现象
〔盛 , “, 。’,

如延迟温度控制等
.

就主控方程而言 (方程 (1
.

1)

中取j= ‘,

刀“王。})
,

它表示一类如变 比热非各向同性的具非线性形式 F o u ri er 定律的热
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力学系统
,

多孔介质流体力学方程
,

磁流方程和一些能量耗散系统等
t’, 7 ,“’.

本文我们主要讨论由具有一般非线性非 自治主控算子的多值的退化抛物型方程表示的单

侧约束系统的解的存在性等
.

我们对此讨论的结果不仅包含了对经典问题的结论
,
主要从物

理上 (线性本构到非线性本构
,

自治到非自治 ) 将经典模型推广到更一般形式
「‘ , 毛 , 吕’.

二
、

解 的 存 在 性

本文中我们只讨论方程(1
.

1) 在(l
.

2 )型边值约束下解的存在性
,

对于 (1
.

3 ) 型边值约束

可无任何实质困难地得到类似结论
.

记 梦一l
。‘(

。
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不失一般性可设
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.

”体么方程(‘
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2 )等价于女口下不等方程

(公
, 。 一 u ) + (A (t

, 。
)

, 。一 u ) + 梦(
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定理 设 犷c H
‘

(口)是自反 B a n ac h 空间
,

H = 刀 (口)
, 1< P《 2 ,

l/ P+ l/ P’二 1 ,

I= 〔o
,
T ]

,

且

1
.

A在I x 厂上有限维连续
,
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c
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,

璐
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口.

一
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弱
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-
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, ”)在L 尸 tl
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)
。
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,

存在
u〔L ,
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,
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,
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,
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)
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。
(才
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.

e在I 又 口

此外
,

若存在尸
: I x 犷、R

,
尸 (t

,
·

)是凸函数 (艺〔匀且 尸二汁
, 。
)一 A (t

, 。
)

,

则上述
。
是如下不

等式的解且解唯一
伍

. 。 一 “) + : A (t
.
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e
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班I

证明 不失一般性
,
我们设。〔刀(。)

,

取刀的 Y os id a 正则逼 近 刀
:
(几> 0)

,

它是系数为

l尽的李氏映射声
;
(o )= 口j久 (o )

.

取犷之稠密基 {e ‘}仁犷
, s p a n {e ‘}== 犷

,

(
e . , e ,

)
二” d ‘, .

。。

= 艺 。, e卜乙
) u 。

对任意给定的
n ,
几(几> 。)

,

考察如下的初值问题

含又= F 又(t
,

占又)+ g ” ,

雪又(o )”刀
”

其中
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,
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⋯
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⋯
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}
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:
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, e ‘) 。
, : ,
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⋯
, 。}

, 切艾= 乙省笠
‘e ‘

由定理条件
,

(红l) 在I
。 *“ [ 。

,
T

。 : 〕上有解 (o < T
。 :
《 T )

.

(2
.

1) 也等价如下方程组

<必及
, e‘) , ‘; 巴 一 (A 汁

, 切艾)
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)
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因o任刀
;
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,

由刀
, 的单调性

<刀
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积分上不等式并结合定理条件得到
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d 丁
《

2 。

朴
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,

如果 P= 2 ,

那 么由 G r o n w a ll 不等式得到

}
, : (‘)

};
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一 p ‘2 ·‘,

如果 1 < P< 2 ,

再由 C a u c h y 不等式得到

, :
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、
州
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伽
,

卜
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取
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Z
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0 ,
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}
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}乙
、C Z
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·‘,
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n ,

义
,
了
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,
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在(2
.

2 )中将
n
换成 , , 两边同时乘劝〔L

p
(I)

,

积分并取极限 (n
。、 co )可得到

粼 + A (才
, 切又)+ 刀

:
(切又)= f 在 L , ,

(I
,
犷,) 意义卞成立 (2

.

3 )

易知川〔C (I
,

H )
, 切叉(0) = 。。

(V 几> 0 )
,

并且 {切又}是L p
(I

,
犷)中的有界集

,

{必呈}是L , ’

(I
,
犷/

)

中的有界集
,

·

所以存在切〔L
,
(I

,
犷)

,

币〔夕
‘

(I
,
犷

/

)及子集{叫
, } g {川 }使得

畔 ,

聋玩中 在L ,

(I
,
厂)

j熟户 在L , ‘

(I
,
F ,)

舌一 切 L 户
(I

,

H )今 0

甲盆
。
(t

, x )”甲 (t
, 尤)

由 (2
.

3 )及定理条件可进一步得到

(k , co )
, 切(0 )二

u 。

a
.

e
.

在I x 口

o翻摊勺州洲|中

l
, : 。 , (, (,

, 二 ))、t、。 < + OO

因此甲(t
, % )〔d o m j a

.

e
.

在I x 口
.

记J ; ~ (1 + 切)
一 ‘,

人是非扩张算子且J :
(q) 、 q ,

当q〔d o m j
.

因此

J
。 ,
(切e

,
)(t

, x )* 切(t
, x )

, a
.

e
.

在 I x 口

容易证明

, 、。
刀

·‘(甲三
。
)

·

J
· ,
(。只

,
)d td D

是有界的
.

因此从碑〕定理 18 知道存在 {叫
。} 的子列 (仍然记为本身)

, g 任Ll (I x 户)
,

使得

刀
二 。
(。盆

,
)退称g

g (才
, 戈)〔刀(切 (t

, % ))

在Ll (I x 口)

即
.

e
.

在 I x 口

因此

必+ A (才
, 切)+ g = 了 {在{L 肋 (I

,

LOO (口))自L
Z

(I
,

犷)}
‘

意义下 }

A (亡
,
h)= P

,

(才
,
h)

,

l
; <A (‘

, 甲三
“
)

,

且尸 (t
,

·

)是凸函数
,

则有

”一 。“
, >d ‘、l

一

, ‘p (‘
, ”
)一 p (‘

, , ”
·
)‘d ‘

再由 (2
.

3 )我们得到

l
,

<必“
· , 。一 , ”

·> d ‘+ }
, ‘p (‘

, ”)一 p (‘
, 。”

,
)‘d ‘

+ l
, x 。 、, (

。
)一‘(J二 (, “。))‘d ‘d “> {

, <f
, ”一 。“·>d ‘

利用函数的下半连续性容易证明下列不等式成立

“m s u p

(
, <户“·

, 。一 , “·> d ‘、 }
, <必

, 。一 。>d ‘

“。 ‘n f l
, p (‘

,
, “,

)d ‘) l
,
p (‘

, : )d ‘

“m ‘n ‘
{

, : 。 , (J二 (, ”
,
))d ‘d “》(

, 、。 , (, )d ‘d “

因此
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(
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: 、p (‘

, 。
)一 p (‘

, , )} d ‘+ {
, 、 。 { , (

。
)

一 , (, ) , d ‘““> l
, <f

, 。一 , >d ‘ v 。〔L ·
(‘

,

犷) (2
.

4 )

它等价于如下不等方程

}
, <必

, ”一 , > d ‘+
}

, <A (‘
, , )

, 。一 * > d ‘+
l

, 、 。 {, (
。
)一 , (, )} d ‘d“> (

, <f
, 。一 , >d ‘

V 。〔L p
(I

,

犷)

由上两不等方程容易得到

<功
, 刀一 切> : , ; + P (t

,
。
) 一p (‘

,
, )+ l

。、, (
。
)一‘(。 ), d “一 <f

, ” 一 , >> “

a
.

e
.

才〔I
, ”〔犷

<必
, 。一 , > : , : + <A (‘

, : )
, 。一 , >一 + {

。“ (。) 一 , (, )}d “一 <f
, 。 一 , >> 0

a
.

e
.

t〔I
, 秒〔厂

此时解的唯一性容易得到
.

如果我们要讨论代表一类物理
、

力学和优化问题的主控平衡方程的解及其性态
,
只须在

上面取 j一 0
.

此时犷可以是任一自反 B a n ac h 空间
,

万是可分的 H ilb e r七 空间
,

只 要 厂

嵌入H 中是连续且稠密的
.

此时的解可以是更强意义下的解
.

在上面的讨论中
,

我们对外约束刀只要求 d o m 刀黄价
.

另外我们 用一个非自治非线性算

子代替了自治线性算子 (对于有势情形
,

相当于用一个适当的可微函数代替强制连续非负对

称的双线性型 )
.

这使得我们所述的模型适用范围更加广泛实际
.

我们以热力学方程为例简

单说明
.

在形变现象独立速度可以忽略的假设下连续介质热力学控制方程为
_ 口e _ 口P
尸

- 石王 一

= 尸。 一q ‘, ‘, 一 石丁 = 0 , Q I V a + J= 0
U 咨 U 咨

采用的特性定律
:

。= c0
, q = 一 K gr ad o

, 口不依赖温度
c > o为比热

,

K 是二阶 (物质 ) 张量
.

在经典情形假设
‘和 K 只依赖于 x (物质点 )

.

这和实

际情况并不相符合
.

尤其对K 而言
,

对许多物质
,

K 随温度显著变化
.

在经典假设下
,

对各

向同性物质
,

其热力学控制方程为
乡一 k

。
△o二 g ,

k
。

> o 是常数
,

A
o
o二 一 几

。
八0

当K 依赖温度或者考察的是非各向同性物质时
,

经典的方程不再适用
.

此时的控制方程是

夕+ 只 (o)= 夕
,
只 (口)~ 一 (K (0)g r a d o)

·

v

然而当K 依赖于温度 (比如线性增长情形 ) 或者是各向异性物质时
,

只要施加适 当的条件
,

仍在我们所述的框架中
.

不难看出
,

我们的讨论不仅包含了经典模型
,

而且可以在更弱的条

件下得到经典解的存在
、

唯一的结论
.
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