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摘 要

过去
,

向量丛线性动力系统的整体线性性质研究巳经显得相当广泛
.

现在
,

我们提议 研究这

种线性系统的扰动性质
。

我们要考虑的这种扰动系统将不再是线性的
,

但要研究的性质一般仍是

整体性的
。

再者我们感兴趣的为非一致双曲性
.

在本文中我们给出了这种扰动的恰当的 定义
。

它

虽表现得有几分不太通常
,

然而它较深地植根于有关微分动力系统理论的典泛方程 组 中
.

这里一

般的问题是要观察
,

当扰动发生后
,

原给系统的何种性质得以保持下来
.

本文的全部内容 是 要建

立这种类型的一个定理
。

茱扭饲 向量从 非一致双曲性 遍历性 可容许扰动 点式有界

一 已 ! 健扩
、 J . 「马

我们工作中
,

K 总表示一局部平凡的向量丛
.

它以一紧致可度量空间 平 为底空间
,

以n

维实向量空间E
:

为x 〔附处的纤维
.

对于附中一子集G
,

K 的子丛 K }G 是K 中所有 二〔G 处的

纤维构成的子集
,

作为丛时以G 为底空间
.

G 不一定要是紧致的
.

从现在起
,

除非另有明确申明
,

K 上一个向量丛动力系统 (文献上有时也称作斜积流)

是指K 上一个保纤维的单参变换群
.

进一步
,

如果这群中每个变换都把纤维线性地映到纤维

上
,

我们就称这丛动力系统是线性的
.

我们将固定一如此的线性向量丛动力系统

少
. :

K , K (一 oo < t< co )

作为讨论的起点
.

根据丛K 的构造及丛动力系统少
:

的性质
,

存在唯一的单参变换群

叭
:

班”才 (一 co < t< co )

由巾 .
复盖 (即

, 。巾‘= 叭a 对所有班〔一 OO
,

OO )
,

其中 。 表丛投射
: K , 牙 )

.

明显地
,

如果

甲 :

保留K 的子集G 不变
,

则小
:

也保留子丛K 】G 不变
.

在文献上
,

O o el e d e c ,
S a c k e r 一S el l 和其他一些人 巳经相 当广泛地研究了 线 性向 量

丛动力系统的整体线性性质 (参看〔l]
,

〔2 ]
,

【3〕
,

〔们和 [ 3代 [ 4 ]引述的许多相关文献)
.

可

是
,

比较起来说
,

线性向量丛动力系统的扰动问题似还没有受到应有的注意
.

我们称K 上的

丛动力系统梦
:

(一 OO < t< co )是巾
:

(一叩 < t< co )的扰动
,

如果对每一
“〔K

,
梦 :

(
“
) 和 巾‘

(好

总在K 的同一纤维内
.

但这太辽阔了
,

不切于实用
.

再者
,

使人感兴趣的扰动应该不再是线

性的 二 我们还注意
,

K 一般不是一个流形
,

因而微分动力系统中通常定义C. 扰动 的办法对目
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一
一, 尸, , -气一, , , , , 气, 表

州

前这情况也不能照直搬用
.

本文附录 中
,

我们将给出所谓

叭一可容许扰动的定义 这是K 上一丛动力系统
,

是巾
:
(一 OO < t< OO )的扰动

,

并满足某

些进一步的要求
.

这是一个办法
,

适应我们现在和将来的目的
‘

人们将不会对它的不常见的

阐述方式感到诧昊
,

如果他知道微分动力系统理论中典范方程组山的构造的话
.

我们工作中重用与K 相配的正交标架丛了
。

(K )及正规标架丛了
, 。

(K )
.

因此
,

要 预 先

选取好纤维上的内扰 它随牙上的点变动而连续变化
.

从而可运用通常的 G r a m 一s o h m id t

手续从卜标架出发构造丛夕
。

(K )及了
, .

(K )
,

一

并由中
:
(二 oo < t< oo )自然地引出单参变换群

X . :

了
,

(K ), 了
”

(K )
,

X 户
:

了君(K )”了盆(K )
,

(一 co < t< co )
。

再者
,

我们还假定函数 }Ip r oj
. x

‘

(刃 }
,

(t
,

刃〔(一 OO
,

co )X 了武K )
,

对 t 的可微性
,

这里

p r o j
。
(

·

)表示标架(. )中的第 k个向量 , 并假定

。,
(y

,

K )二
d Ilp r o j

o X :
(, )I}

d t

对 ?连续
,

k = 1 , 2 ,

⋯
, ” .

这些假定在微分动力系统情况下是自动满足的
,

见(〔4 〕
,

〔6 ])
.

例如
,

考虑牙中对应于一个遍历切‘一不变概率测度
, 的遍历集牙 (

,
)

.

如所周知
, 了 (

,
)是

班中一个叭一不变的 B o re l 子集
.

据 O sel e d e c 乘法 遍 历定理
‘” , 宫 (

,
)有对 巾

‘

来说的

L y a p u n o v 特征指数
.

用我们 的表述
,

这些指数是

J 。(拜) 。 ,
(, ,

K )拼(d 下) (k =
J梦

, 。

(K )

(允许重复计数)
,

这是“是了刹 K )上满足

睿. (拼)=
v

的一个遍历 X 犷一不变概率测度
,

而雪表示丛投射
:

这样拜的存在是已知的
.

(例如
,

〔4
,

P
.

2 80 〕)
.

特征指数都不是0 ,

亦即

J ,
(拼)年 。 (k” l , 2 ,

⋯
, n
)

卞面
,

设已给定一丛动力系统

, 2
,

⋯
, n )

了盆 (K ), 牙([ 4
,

引理 5
.

5、 5
.

9〕
,

[? 〕)
.

到
,
)尸琦作巾

‘一非一致双曲的
,

如果所有这些

叭
:

K ” K (一 oo < t< oo )
.

它是中
‘
(一 co < t< co )的扰动

.

我们感兴趣的是
,

必
‘

的何种性质在这扰动下 仍 得 以 存续下

来
.

我们取流行的 P es in 稳定流形定理叙述中的一部份作为例子来说明上面所指 的是什么

意思
.

设 g 是紧致光滑流形M
”

上的微分同胚
.

则d g : T M
“

, T M
”

产生切丛 T M
”

上一线性离

散系统
.

另一方面
,

用冲击函数技术我们可构造一保纤维微分同 胚 G : T M
”

, T M
” ,

它 在

T M
“

中一个包含O , 截面 O (M
”

)的紧致邻域外与d g 重合
,

同时又在一个包含O (M
”

)的小邻域

上满足 斌e x P) ~ (e x P) G
,

这里e x p表示指数映射 , TM
”

, M : 这样的G 在 TM
“

上所产生

的离散动力系统可看作 d g 所产生的线性离散系统的扰动
.

根据 Pes in 稳定流形 定 理 (例

如
,

[ 8 ]
,

[ 9 ]及 [ 10 ] )
,

如果对某
a > o , g 是C , + “

的 (即d g 满足a 一H 6 ld e r
条件)

,

且过P〔

M
.

的g 轨道为非一致双曲的
,

则M
,

中点 P处的稳定集是一单浸入Cl 子微分流形
,

在 P处的切

空间恰是O (P) 处己g 在T
,

M
“

中的稳定集
.

显然
,

后一稳定集是T ,
M

”

的子线性空间
.

简单地

说
,

这表明由d g 所产生的TM
”

上的离散系统的某种性质在扰动G 下是存续下来了的
,
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上面所述是一个关于离散系统的例子
.

经过通常的扭扩技术
,

即可得出一个关于连续流

的相类例子 (实际上还是上面提到过的所谓 中厂可容许扰动的例子)
.

要注意的 是
,

这例子

绝不能认为只是通常 Cl 情况下双曲轨线一相应扰动性质的简易推广
,

而其证明也会复 杂 得

多
.

理由是清楚的
.

要不然
,

为什么需要作满足a 一H 6 1d e r 条件这不太经常的假定呢?

本文从现在起将集中研究线性系统巾
.

的另一个扰动存续性质
.

这即是所谓轨线间的点式

有界性质
.

明确地说
,

设中
‘
(一 co < t< oo )的扰动系统梦

.
(一 co < t< co )如前

.

设云及
:
在K 的

同一纤维中
.

我们说
,

经过 . 的中
‘一轨线 {巾 :

(司 }一 co < t< OO }与经过
。的梦一轨线{梦

.

(们 }一。

< t< OO }点式有界
,

如果有一双向叙列王t(j)}= {t(了, . ,

司 }的数满足

⋯ < t(一 3 )< t(一 2 )< t(一 l)< o = t(o )

< t(1 )< t(2 )< i(3 )< ⋯
,

lim t(j)= co
,

lim t(j
,

~ , 的 , 斗 一OO
= 一 。。 ,

且使得

S ll P
i 一 o , 士l , 士 2 , 上 3 ,

. ‘ .
{{巾

‘(, )(云)一岁
. (, )(“)}{( 00

.

下面是本文的主要结果
.

主要定理 命单参变换群

叭
,

叭
:
K , K (一 oa < t< co )

是向量丛 K 上的丛动力系统
,

其中巾
‘

飞线性的
,

而 少
‘

是巾
‘一可容许扰动

.

设 , : :
附 , 平

(一 co < t< OO )是单参变换群
,

它在丛投射a :

K ”附下由巾
‘

复盖 (即
,

叭a = a中
:

对所有 班

(一 OO < t< OO ))
.

又设牙 (
,
)是才上遍历叭一不变概率测度

”的遍历集
,

且是巾
‘一非一致双曲的

.

则才有一认一不变 B o re l 子集亨 c= 牙 (v) 满足

v
(牙 )= 1

且使得在部份丛 K l, 中
,

中
,一轨线与岁厂轨线以下述方式相关联

,

即 :

(a) 对每一
“〔K }夕存在唯一的

八(
“
)〔K }牙

它与。属于K }, 中同一纤维内
,

且经过它的巾
‘一轨线与经对

“的岁
, 一轨线点式有界

.

(b ) 由此得出的自函数

△
:

K }牙 , K {,

具有下述性质 (b
;
)、 (b

3
)

.

(b
l
) 八把K }牙 的每一纤维连续地映满到其自身上

.

(b
:
) 交换性在图表

K }牙

一
K }牙

中 ,

△个 △ t

K }牙 傀二~ ,
K }里

’

一 平 ,
’

一

中成立
.

(b
:

) A是K l夕上的 B O r e l 函数
.

此处如常 (例如见 [ 1 1
,
p

.

7 0〕)
,

B o r“1 函数意指 B o r e l 集的逆像也是 B o r e l 集
.

本文内容编组如下
.

.

由于篇幅长
,

故分成两部份写
.

部份 1 包含
。 一

、

叙言
,

二
、

一个

预 备定理
,

三
、

一个样品方程组
.

这预备定理对本文 目的来说很重要
.

部份 2 包含
:

四节~
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六节
,

一个附录
.

主要定理证明在部份 2 中完成
.

二
、

一个预备定理

我们继续 (〔4 〕
,

片」)中的讨论
.

本节中将证明一个预备定理
,

它对本文 目的来说是基本

向量丛

K ~ U E
:

具有纤维中的内积 以及单参变换群

叭
:

.

平 , 牙
,

叭
:

K 、 K (一 OO < t< OO )

等意义同〔4 〕
,

〔7 〕中
.

这丛 以牙为底空间
,

以E
二

为 x 〔才处的纤维
,

以 ”
为纤维的维数

.

对

一整数乡〔< 1 , 。>命扩
, (K )

,

了
,

(K )及了芬(K )分别为相配于K 的P一标架丛
,

正交 P一标架丛

及正规 p 一标架丛
.

同 〔4 」
,

[7 〕中仍考虑 G ra ss m a n n 丛 2 ,
(K )以及由 巾

‘:

大 , K (一 co

< t< co )自然导出的单参变换群

中
: :

犷 ,
(K )”犷

,
(K )

, 职‘: 另 ,
(K ), 另 ,

(K )
,

X ‘:

了
,
(K )”了

,
(K )

, X 犷
:
了芸(K )”了节(K )

,

‘一
。 ,

< t< co )
.

岁 ,
(K )中一标架v张开成K 中一个纤维的P 维子线性空间

,

将记作 H (, )
.

2 ,
(K )的一

个点
,

据定义由K 中一纤维的 P一维子线性空间H 形成
,

它 将 记 作 〔H 〕
.

由 , ~ 〔H (v) 〕
,

夕〔夕劣(K )
,

给出一映射

省:

了芸(K )、2 ,
(K )

.

(2
.

1)

见于〔4
,
p

.

2 8 4 〕的可微性条件仍将普遍假定
,

由是有了
,
(K )上的连续函数

。。 (, ,

二 )一卫匣赎斗到匕{
“ ‘ l右一O

任给定一叙列 {T .
}的数满足

T ;

基 l ,

T
‘* 1 = ZT ‘

(夕〔了
,
(K )

,
k= l , 2 ,

⋯
,
P)

(2
.

2 )

对一给定的整数 m 〔< 1 ,

P>
,

命J (m )为所有满足儿< 几
: < ⋯< 标的数列只(二 )= (几

1 ,
之

: ,

⋯
,

几耐

作成的集合
.

又命Q (m )为所有满足q l + q : + ⋯ + q , = P的正整数列作成 的集合
.

对任给的几〔(一 co
,

oo )写

0 (几
, t ; H )=

。 。

黔只
: 。 ;

}(10 9 }I(e X p (一凡‘))巾
‘
(
u
)}})l

,

其中 班 (一 OO
,

。 )而H 是K 的一纤维中的非空线性子空间
.

对于给定的数列对

几(。) = (几
, ,
元: ,

⋯
,

几。 )〔J (m )
,

q (m )~ (口
r , q : ,

⋯
, q。 )〔Q (m )

,

我们在〔4
,

p
.

2 9 6〕中定义了另
,

(K ) 的 子 集 厂口(。 )
,

创巾 ))
,

它 由满足某些条 件的所有点

【H ]组成
.

但从现在起我们愿意用下述有关 [月」任厂 (双。 / , q (m ))的判别条件
,

即
:

命题 2
.

1 对于给定在上的元(。 )〔J (。 )及g (。 )〔Q (m )
,

必,
(K )中一个点 [H ]〔r (几(m )

,

创m ))
,

当且仅 当H 可分解成直和
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H = H
l¹ H : ¹ ⋯¹ H .

使得d im H , == 口,且

( 2
.

3)

I五万(正币几
代

朵
一

‘今oo 、了咔co T l ‘艺
8 (人, ,

占犷. , 中 , 一, ‘(H , ) )

= o (j= 一, 2 , ⋯
, m , 占= 一 l , 1) ( 2

.

4 )

这样分解的存在是唯一的
.

证 这些论断是厂林(m )
, g (m ) )的定义及巨

,

引理 5
.

3 , 5
.

7 , 5
.

5 ]的容易推论
.

所以
,

如果 [H ]〔厂 (几(m )
, g (m ) )

,

则分解式 ( 2
.

3) 的性质 (2
.

4 )蕴涵对每个非。的“〔H ,

的极限

lim 于l}巾‘(。) !}二“,

奋

的存在
, j= 1 , 2 ,

⋯
, 二

.

按照通常的术语
,
义,
将引述作为 叭

:

L y a p u n o v 特征指数
,

具有重数如 = di m H 八

本节下面我们考虑一固定的数列a( P)
:

a :
基 a :

基⋯基a ,

史, (K )、2 , (K ) 在 〔H 〕处的

对 于 丫〔了节(K )写

犷 (下多 k , 7’‘, 占) == m a x

才. 1 , 2 ,

⋯
,

,

1
。, 一

云 l
( k+ 1 )占T

k占T ‘

(玄二 l , 2 , 3 ,

⋯ , k二 o ,

(T ‘
见 (2

.

2 ) )
.

命

‘ 。 , (x : ( , ) ,

K )d ,

1
⋯ , d == 一 l , l )

( 2
·

5 )

( 2
.

6 )

( 2
.

7 )

‘

、.口了

肖T“‘a ‘p”一{
, 〔‘ , ‘K , }瓦(瓦令买

厂‘, ’ 寿’

一 0 ,
“

一
‘, ‘

}
进一步

,

对任一冲> 0命日 (a( P) , 哟为所有具有性质曲的 , 〔夕芸的集合
,

即
:

À对应于每个整数i票 1存在一整数
。= 。(v , 落

,

哟基‘及一个双向整数叙列 {: (j”= 王: ( j,

, , 泣, 冲) }满足

⋯ < ; (一 3 )< : ( 一 2) < s ( 一 1) < o = s ( o )

< s ( l )< s (2 ) < s ( 3 )< ⋯

且使得
今_ 1

令买
犷‘“, ( , )二‘, ” “, ”

·
, “’‘”

,

( : ‘ l , 2 , 3 ,

⋯ , j‘ o ,

士 l ,

士2 , 士3 ,
⋯ ; j二 一 z , l )

于是写

日(。 (p ) )‘ 门 日 (J ( p ) , z / 寿)
介二 1 一2 , 3 , 二 ‘

( 2
.

8 )

从了芬的紧致性及函数。
, (护

,

K ) 对 下〔了芸(K )的连续性
l
,

存在一数
r > 。使得
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r n a X

j= 1
,

2
,

⋯
,

P !劳l:
。 ,

(x : (, ,
,

K ,“‘

}
‘

·

(2
.

9 )

对所有 下C了盆(K )及T 〔(一 co
, o ) U (o

,

co )
.

命且2
.

2 对于上给的a( P)
,
过(a( P) )及O (a( P) )都是了贯(K )的 x 犷一不变子集

.

刁(a (P ))还是 了井(K )的 B o r e l 子集
.

证 效 (a (P ))及O (a( P) )的不变性可用相类的方式来证
.

这里只证后者
.

引理2
.

1 设? 〔O (a (p ), 刀) (
s〔(一 co

,

co ))
,
刀”X 言行)及粉> o任给定

.

则

刀任e (a (P), 2叮)
。

事实上
,

从有界性(2
.

的我们易看出存在一整数乙> js }使得对所有的 f 〔(一 co
,

OO )及整

数
c
鑫刃,

}犷(X犷(刀), k , T
c ; 占)一犷(X 犷(下), k , T

e , d )}轰刀
,

(k‘ o , l , 2 , 3 ,

⋯ , d = 一 1 , 1
.

)

明显地
,

在白(叔P)
,
哟的上述定义中

,

不失一般性
,

对某一给定‘可取
‘
皇m a x {‘

,
‘}

.

由是

有
_
节~ 1

合乙 犷(X 言(, ) :
。

(刀), k , T
。 , d )

二
令军

犷(‘耘州
丫)

口 一 0

左, 犷
。 , 占)+ 粉

墓 2珍 (: = l , 2 , 3 ,

⋯ , j== 0 ,

士l ,

士 2 ,

士 3 ,
⋯ , 6 = 一 1 , 1 )

e (a( P) )的 x 犷一不变性可直接从这弓[理推出
.

关于姓 (a( P) )是了落(K )的 B O re l 子集这论断的证明可沿用 〔4
,

弓!理 5
.

2〕的证明方式

来进行
,

只需把彼处的实函数值换成P一维欧氏空间E , 的点即得
.

下面对本文 目的来说是一个重要的预备定理
.

定理2
.

1 对于上给的a( P)
,

设对于了
#

(K )中一个遍历x 犷一不变的概率测度拼来说有

拼(过 (。(P)))> 0
.

则
:

(a ) 过(a (P ))门日(。 (P))包含了盆(K )的一个X 犷一不变 B o r e l 子集口(a (P))满足

“(口(a (P )))= 1
.

(b) 对任给的粉> 。,

了盆(K )有一闭子集

口(a (P)
,
粉)c= 姓(a (P))日日(a (P)

, 刀)满足

拼(口(a (P )
, 斤))> 0

.

证 据命题 2
.

2及拼的遍历性质假设我们有
拌(对 (。(P)))= 1 (2

.

10 )

简写

h(v , T
,
占)气界几茶

二 , ,
h, L夕, T

,

d ) (2
·

‘,

之
其中
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1 l r 心r l

h , (, , T
,
占)一 }

“
厂该分瓦

“, (x 食(, )
,
兀 )d ‘卜

(, C了盆(K ))
,

(a ,见 (2
.

5 ))
, o ( T < OO

,

占= 一 l ,

我们断言

lim
r - 今 ‘减j

易看出这等价于说

11血
f es 知C屺,

l
, : (二)‘(, ,

了
,
。); (。,

一
。

(占= 一 l , l) (2 一 2 )

l
, : (、)“, (, , T

,
。); (、, )一。

,

(乙= 一 1 , 1 ,

户

j= 1 , 2 ,

⋯
,
p ) (2

.

1 3 )

要看出这点
,
考虏积分

‘名” ‘7 ’

‘,
(“

,

K ) 一 l
, : (、)。 , (, ,

K ); (d , ) (‘一 ‘, 2 ,

一 , )

据(2
.

1 0) 及拼的遍历性
,

所有对了二 1 , 2 ,

⋯
,
P满足

iLmoo 劳孚:
。 , ‘x 犷‘, ,

,
K ,“‘一‘, ‘“

,

K ’

的y〔刁 (a (P))作成的集合是少可测的
,

具有“一测度 1
.

用 (2
.

的、 (2
.

1 0)
,

据定义所有满足

iLmOO 分l:
。 , (x : ‘v ,

,

K , d‘一a , “一 ‘, 2 ,

一 p ,

的v〔才(a (P ))作成的集合也具有价测度 1
.

故

a , = 口, (“
,

K ) (j二 l , 2 ,

⋯
,
P)

.

于是可应用【1 2
,

第六章 荟7中一定理 ]得出结论
:

, : (、。

l
。 , 一

笋l:
‘, 。 , (x : (, )

,

、)、,

{
; (J , )

” o对T 、oo

这收敛性对所有
a 〔(一 co

,

OO )是一致的
.

这立即导 出(2
.

13 )对于占= 1 ,

只须 取 a = 。
.

对于

占= 一 1 ,

这也蕴涵 (2
.

1 3 )
,

因为置a = 一犷就有

劳l{
, 。 , (x : (, )

,

K )d ‘一

分l;
’。 , ‘x 犷‘, ,

,

K , d ‘
·

这证明断语(2
.

1 2 )
.

下面我们将先证明定理2
.

1中的结论(b )
.

设 , > o任给定
.

据 (2
.

12 )存在一整数d ‘d (哟鑫 l使得

, : (尤)h(, , T ‘, 6 )“(d y )鉴 , / 3 0 (。= 一
, l) (2

.

14 )

(T
‘
见(2

.

2 ))
.

考虑拼一保测拓扑映射

p ” x ;
:
了 ; (K )”了书(K )

其中 丁二犷‘
.

应用B ir k h o ff 遍历性定理 (例见 [ 1 5
,
户

.

5 4 ] )到 p ‘及 , 的连续函数h(护, T ‘,

句
,

d = 一 l, 1 ,

了盆(K )有一片可测子集X 具有川X )= 1 ,

且使得对所有 , 〔X 及d二 一 l , 1 ,



宁“ ” 窟
‘

山
’

涛
‘ ’ ‘

11班
了 - 争〕 口

生只 人(户‘, (, ,
T ‘ ,

d ))= h .
(v , T ‘,

d )

.

这以及 (2
.

14 )给出

在限存极

l
, : (二 、“·(v , T 一 。); (‘, )

, 节(犬)h(下, T d ,
d ); (d , )盛 , 2 3 0

.

由是 { , 〔了节(K )}砂 (” T ‘ ,

句> 刀/ 2 }是了井(K ) 中一片可测子集具有少测度 奎 1八 2 ,
d =

一 1 , 1
.

进一步用 E g o r of f 定理 佗例见 [l 1 ,
p

.

7 7〕)
,

x 有一 ; 一可测子集Y并有一整数 , 鑫

1使得
’

“(了落(K )一 Y )二 1/ 4 ,

生又 人(户
‘“
(y ),

T ‘ ,
d )墓冲 } (2

.

1 5 )

对所有? 〔y及 : 乏矛
,

d = 一 1 ,

连续性有

.

置D (们为Y 在了芬(K )中的闭包
.

则从h(v , T ‘,

6) 对丫 的

拼(D (粉))里 3 / 4

且 (2
.

1 5 )对所有 , 〔D (川及
:
里云 ,

占‘ 一 1 , 1 ,
.

仍成立
.

现在命乙(刃为刀 (们 在 了 ; (K )中的特征函数
.

又命

(2
.

x6 )

功:
了芸(K )、了书(K )

为任意的少保测满拓扑映射
.

考虑

云‘,
, ‘

,
“, 一
贩专石

““
‘’
‘? , ,

(, 〔夕芸(尤 ), 毖二 一 l , l)
.

因D (川 在 夕芬(尤 )中闭
,

创们是 B ai r e 函数
,

由是云(v
, 叻

,

句对每一占‘ 一 1 , 1 也是 : ‘

了节(K )的 B ai r e 函数
.

命

二(。
,

价
,
“)一、, 。, : (K )

}‘
(v , 功

,
。)> 。} (“一

1 ,

E (刀
,

功)‘E (刀
,

功
, 一 1 )门E (叮

,

功
, 1 )

这些是了落(K )中的 B or el 子集
.

我们断言

拼(E (粉
,

叻))尝 1/ 2

‘,
}

(2
. 1 , )

(2
.

IB )

事实上
,

再用 B ir k h o ff 遍历定 理
,

夕芬(K )有一。
一
可测子隽z 使得川 z )= ‘且对所有的 :

〔Z
,

6 = 一 1 , 1 ,

有极限

妙专斤
‘价

‘, ‘护,份“’‘下 功
,

d )
,
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并且

l
: “‘ (, , ,

,
a); (d y )一l

:
‘(, )。(d y)

它 = 风D (们 )
,

因为亡(们是D (川在了井(K )中的特征函数
.

明显地
,

对所有的v〔Z
,
占二 一 1 ,

有

1鑫七(, , 价
,
占)之雪

.
(y , 价

,
占)鑫。

由是对6 = 一 l , l ,

“ (“ (”, ‘
,

“)遥l
, , (二)云(, ; ‘

,

‘)“(“, )

鑫l
: “‘(, , ‘

,
“)。(d , )一。(D (。))“ 3 / 4

·

这给出断语 (2
.

1 8 )
.

现在
,

我们对每一给定整数‘鑫 1取价为

功‘= x ;
:
了盆(K ), 了书(K )

其中T = T
。 (‘, , ) (见 (2

.

2 )) 而
e
(‘

, 刀)是一整数墓‘使得

Z c (‘’ , ) 一‘
鑫矛

.

进一步
,

这些整数将如是取使满足
c
(i

, 刀)<
c
(i+ 1 , , ) (‘= l , 2 , 3 ,

⋯ )
.

明显地
,

全
e

(‘
,

, )”饱“‘
’, , “ JT ‘

遥矛T
d .

命F (冲
,

叻
‘
)= D (, )门E (粉

,

叻。)
.

则据 (2 一6 )及 (2
.

1 5 )
,

拼(F (刀
,

功‘))鑫一/ 4

考虑一任给的 , 任F (。
,

功。)对给定的1
.

据(2
.

1 7 )及云(v
, 价

‘,

句的定义
,

整数叙列

⋯ < 夕(一 3 )<
:
(一 2 )<

s
(一 l)< o= s

(o )

< ;
(x )<

s
(2 )<

s
(3 )< ⋯

对应于 , ,

使得

(2
.

1 9 )

(2
.

2 0 )

我 们 有一双向

亡(叻丁(了) (, ))二 1 ,
即衬 (矛)(夕)〔D (。)

,

(j~ 0 ,

士 1 ,

士2
,

士3 ,

二 )

从而据 (2
.

6 )
,

(2
.

10 )及 (2
.

25 ) (它对 功7(, )(, )〔D (勺)成立) 对于

b (‘
, 冲,

d )= Z c “ , ”, 一 d

我们有

告篡
犷“ (, )(, ); k , T

。 (‘, , ) , 占)

了 b (‘, 甲 , d )
一 1

: b(i
, , ,

d )
乙 h(p

占七
(价r‘

j , (, )), 犷d , 占)

奎冲 (: = 1 , 2 , 3 ,

⋯ ; j二 o ,

士 1 ,

士2 ,

士

d = 一 l, l) (2盈2 1)
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.

这样来
,

如果取

F (冲)= 日 F (粉
,

功‘)
,

1’= 1
,

2
.

3
, ‘

”

则F (们是了芬(K )的 B or e l 子集
.

因 (2
.

1的蕴涵

F (刀
,

功‘)。F (, ,

叻‘
十 ,
) (i= 1 , 2 , 3 ,

⋯ )
,

据 (2
.

2 0 )及(2
.

1 0 )我们有

拼(效(a (P ))n F (, ))= 拌(F (刀))鑫 l/ 4
.

并且
,

据(2
.

1 9 )
,

(2
.

2 1 )及O (a (p )
, 刀)的定义

,

F (亏)c= o (a (P )
, 冲)

。

结合这些及测度论中一通常论据可取了 ; 中一闭子集口(a( P)
,

们使得

拼(口 (a (P)
, 甘)> o

口(a (P)
, 粉)c= 才 (a (P)) OF (母)

.

这证明定理2
.

1一(b )
.

于是从了芸(K )的紧致性及 X 蓄(一 OO < 才< OO )是了井(K )上的变换群这事实
,

(2
.

2 2 )

口,
(刀)二 U X犷(口(a (P )

, 刀)
仗< 一为

,
为)

是了盆(K )中一闭子集
,

k‘ l , 2 ,

乳
·

⋯ 由是

口oo (刀)= U 口 .
(刀)

k= 1
,

2
,

3
, 二

‘

是了井(K )中一 x 才一不变的 B or ”l 子集
.

进而据 (2
.

22 )及拼的遍历性
,

拼(口为 (刀))= 1 ,

从引理2
.

1 ,

口二 (刀)c= 日(a (P )
, 2刀)

.

最后
,

取

口(。 (P))二 n 习二 (x/ k )
k= 1

,

2
,

3
, 二

’

即证明定理2
.

1一 (a)
,

并完成这定理的证明
.

如同 (〔4 〕
,

〔了〕)中
,

I (另
,
(K )

, 切 :
) 及I (了芸(K )

,
X 幻将分别表示 2 ,

(K )上所有遍历

叭一不变概率测度 及 了节(K )上所有遍历对一不变概率测度作成的集合
.

对于正I (2
,
(K )

,

中.
)命L ,

(v )为所有既是
, 的准规则点又是

, 的稠密点 的〔H 〕C另
,
(K )作成的集合

.

据一些周知

的结果 (例如 [ 12 ,

第6章 洛9〕)
,

L ,
(
v
)是 另

,
(K )中一甲

: 一不变的 B o r e l 子集具有
v
(L , (

v
))=

1
.

据〔4 , 引理 2
.

1及系 4
.

幻我们可取拼〔I (了落(K )
, x 扮使得

省. (拌)二
v

其中头由雪 (见(2
.

1 )) 导出
,

且使得

J ;
(拼

,

K )荟口
:
(拼

,

K )墓 ⋯圣沙
一
(拼

,

K ) (2
.

2 3)

其中

‘, (“
,
K , 一l

, : (、)。 , (v
,

K ,。‘d , , (, 一 ‘, 2 ,

“
,

, )
.

在〔7」中我们定义了集合r 梦(v )
,

它包含在L ,
(

,
)内且是 另 ,

(K )的 仇一不变 B or el 子集

具有
v
(F 梦(

v
))‘ 1

.

如我们在 [ 7 ; 圣夸2 , 3〕中所证
,

对于 几(m ) == (之
1 ,
几: ,

⋯
,
几. )〔J (m ) 及

g (。)= (9
1 , g : ,

⋯
, g 。 )〔Q (, )来说

,
厂 (几(。 )

, g (m ))中一点 [H 〕也在F 蓄(
v
) 中的充要条件是

〔H 〕〔r (创m)
, q (m ))n L , (

,
)且每个之

,
出现在 (2

.

2 3 )数列中
,

出现的次数恰为q , .

而男,
〔K )
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中一点也在 r (双。)
, q (m ))中的条件则可用命题2

.

1来刻划
.

命肠2
.

3 命
v〔I(2

,
(K )

, 甲‘
)及“〔I (了盆(K )

,
x 犷)满足雪

.
(料)二v及 (2

.

2 3 )
.

设数列

(2
.

5 )即为 (2
.

2“)
.

则‘节(K )有一“一可测子集具有“一测度‘乓包含在刁(a (p ))内
,

这命题的一个证明可在〔4
,

引理民9] 中找到
,

三
、

一个样品方程组

在进一步的讨论中
,

我们将要用到典泛方程组
「‘,
中的一些技术

.

作为开始
,

我 们研究

一个微分方程组
,

它的形式看起来不十分简单
,

但是适用于本文的目的
.

这是定义 在 E , 上

的一个非自治系统

d 之
, , . 、 , , , 、 , , , 、

,
, 、 、 ,

。 。 、

(. ) 黑导二
: A (t )+ f (t

, 之 ) ((t
, 之)〔(一 co

,

co ) x E ,
)

,

、’ / d t 一
“
“

、
’
产 ’ J 、

” 一 / “ “

” 一 z
~

、 ’ 产
” 一

/ ’

具有下述性质 ( 1 )、 (I )
.

( I) 对所有 t〔(‘ co
,

co )
,

A (t) 是三角式的 P X P 方阵
,

对角线以上的系数都 是 0’

对才连续且在(一 co
,

co )上有界
:

s u P N (A (t))基万< co
.

(3
.

1 )
仗(一 oo

,

oo )

(对每一出 x m 方阵F 记N (F )” s u P {}
z F 11

.

)
成E .

,

11211 二i

(1 ) 有常数

几> O ,

以及一双向整数叙列

: > 1及 二= 兴m in { ; ,
, }

J O

(3
,

2 )

⋯ < s
(一 3 )<

s
(一 2 )<

s
(一 l)< o = s

(o )

< s
(一)<

s
(2 )<

s
(3 )< ⋯

它们对一整数q〔<0
,
P>来说满足

一 ; 鉴生E
用 杯而

m a x

{
一“

,

】11 a X
了一 1 , 2 ,

⋯
, q

(
r + 1)占T

r 占T

d , a g , ’‘
·
‘“, T + , , d ‘}}

基 一几+ 汀 ,

, , 一 1 r r , ,

(
r + 1 )占T

_

、、

几一二 鉴生犷 m in 屯几
,

m in 谧
一不
奈\ d ia g , A (

s
(k )T + t )d t争卜

m 二写 ‘ , 一 口 + ” ”
‘

, p 、 0 1 廿: 占T

鉴几
,

(k == 0 ,

士 1 ,

士 2 ,

士 3 ,

⋯ ; m , 1 , 2 , 3 ,

⋯ , 占= 一 l , 1 )

(I ) f(t
, :
)对 (t

,

z) 连续且在 (一 co
,

co ) X E , 上有界
:

S U P
(t

, :
)((一OO

,

OO ) x E
“

}}f(t
, 二
)】】鉴厅< co

,

(3
.

3 “

且f(t
, :
)在 (一 oo

,

co )上满足 L ip s e h it z 条件具有 L ip s e h i七z 常数 L IP (f)
。

If(t
, :

)一 f(t
, : ‘

)11鉴 L IP(了)l!: 一 : ‘

丝 (3
.

4 )
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对所有(t
, :

)及 (t
, : ,

)〔(一 co
,

OO )X E , .

这样来
,

经过每一“〔E ,
系统(.) 有唯一解

2 .
(t

, 。
) (一 co < t< co )

使
:
袱。

,

司 = “,

同时线性方程组

(3
,

5 )

努
一 : , “, ‘一

< ‘< OO ’
(3

.

6 )

也有唯一解
二
(t

, “) (一 oo < t< co ) (5
.

7 )
·

使袱。,

司 = “
. ,
任给 . 及“〔E , ,

为方便我们将称z( t ,

司与: .( t ,

司 点式有界
,

如果存在一双向

整数叙列 {二(k )}= {m (k , . , 。
)}满足

⋯ < 州 (一 3 )< 二(一 2 )< fn (一 1 )< o = m (o )

< m (l)< m (2 )< m (3 )< ⋯

且使得
S u p }I‘ (m (k )T

, 云)一
2 .

(。(左)T
, “
)11( co

.

否 = 0 , 土 艺土3 , 士 3 ,
’ ‘ .

定理3
.

1 系统(对及 (3
.

6) 的解以下述方式相关联
:
对每一

“〔E ,
存在唯一的

A ,
(
“
)〔E

p

使得
二
(才

,
△,

(
u
))与

z ,
(t

, u
)点式有界

,

且对所有的
u〔E ,

由

“
~ △

.
(
。
)

给出一满自映射

△们 E ,

~ E , .

这定理的证明将完成在部份 1
.
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