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摘要:  研究了一类发展包含的周期问题, 其结果应用于建立一类半线性微分包含周期解的存在

性定理# 给出了半线性微分包含端点解的存在性定理和强松驰定理,并且应用于周期反馈控制系

统# 
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1  引言及预备知识

关于微分包含周期问题的所有早期工作都是在有限维空间中以及/凸0情形下讨论的,可

参见Aubin_Cellina[ 1] , Haddad_Lasry[ 2] , Macki_Nistri_Zecca[ 3]和 Plaskacz[ 4]# 对于有限维空间

中的/非凸0情形可参见新近的工作 Hu_Papageorgiou[ 5, 6] , De Blasi_G�rniewicz_Piangiani[ 7]# 本

文研究了发展包含的周期问题,并把所得到的结果应用于建立一类半线性微分包含周期解的

存在定理# 进一步, 给出了这类半线性微分包含端点解的存在定理和强松驰定理,并讨论了在

某些周期反馈控制系统中的应用# 

设 X 是一个可分的Banach空间, T = [ 0, b]# 由 Pf ( c ) ( X ) , P( w) k ( c) ( X ) 分别表示 X 的所

有非空闭(凸) 子集的全体和所有非空(弱) 紧(凸) 子集的全体# 关于多值函数 F: T y Pf ( X )

的可测性有下述等价条件:

1) 对任意 y I X , t y d( y , F( t ) ) = inf +y - x + : x I F ( t) 是可测的;

2) GrF = ( t , x ) I T @ X , x I F( t) I 2 @ B(X ) ,这里 2 是T 的Lebesgue R_代数,

B (X ) 是 X 的 Borel R_代数(图象可测) ;

3) 存在可测函数序列 f n: T y X , n \ 1, 使得 F( t) = f n( t ) : n \ 1 , t I T ( Cast ing表

示)# 

用 S
1
F 表示F(#) 的可积选择全体,在一般情况下 S

1
F 可以是空的# S

1
F 是非空的充分必要

条件是 t y inf +x +: x I F ( t) 是L
1
_可积的# S

1
F是闭的,并且S

1
F是凸的充分必要条件是

对几乎所有的 t I T, F(#) 是凸的# 利用 S
1
F 可以定义多值函数F(#) 的积分:
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  QT
F ( t)dt = QT

f ( t )dt : f I S
1
F # 

若 F (#) 可测并且 | F ( t ) | = sup +x + : x I F ( t) 是 L
p
_可积的( p \ 1) ,则称 F (#) 是 L

p
_

可积有界的# 在 Pf ( X ) 上定义 Hausdorff距离:

  h( A , B) = max sup
a I A

inf
b I B

+ a - b +, sup
b I B

inf
a I A

+b - a + ,   A, B I Pf ( X )# 

如果 F(#) 在Hausdorff距离下连续, 则称 F (#) 是 h_连续的# L
1
( T , X ) 的子集 S称为可分解

的,若对任意( f 1, f 2, A ) I S @ S @ 2 ,有 f 1 VA + f 2 VA c I S ,这里 VA 表示A 的特征函数# 

设 Y, Z 是Hausdorff拓扑空间# 设 G : Y y 2Z \ ª是一多值函数# 我们称 G(#) 是上半

连续(下半连续) 的,若对 Z 中的任意非空闭集 C A Z, G
-
( C) = y I Y: G( y ) H C X ª

( G
+
( C ) = y I Y: G( y ) A C ) 是 Y 中的闭集# 当 Z 是正规的,则 G : Y y Pf ( Z ) 上半连

续蕴含 G(#)的图象是 Y @ Z中的闭集,反之一般是不对的# 若 Y、Z是两个距离空间,则上面

的下半连续性的定义等价于对任意 z I Z , y y dz ( z , G( y ) ) 是上半连续的# 假设G ( Y) 是紧

的,则 G (#) 上半连续等价于 G(#) 具有闭图象# 详细的可参见De Blasi_Myjak[8] ,Klein_Thompson

[9]# 

设 R
N 是实N_维欧几里德空间# 设

  W
1, p
( T , R

N
) = x (#) I C (T , R

N
) : xc(#) I L

p
( T , R

N
)   ( p = 1, 2)

是Sobolev空间,具有范数

  +x +1, p = QT
+x ( t ) + pdt

1/ p

+ QT
+xc( t ) +p

1/ p

,

则 W
1, 1
( T , R

N
) 可以紧嵌入到 L

1
( T , R

N
) 中, W

1, 2
( T , R

N
) 可以紧嵌入到 C( T, R

N
) 中# 

2  发展包含的周期问题

设 U是从X 到X 的有界线性算子,用 Q( U) 表示 U的正则集# 设A 是等度连续有界线性

算子半群 U( t) , t \ 0的无穷小生成元,则存在常数 X \0, M \1,使得对于 t \ 0, +U( t) +
[ Me Xt# 考察定义在 T @ X 上的发展包含的周期问题:

  
xc( t ) I Ax ( t ) + F ( t , x ( t ) ) ,   a. e.在 T 上,

x (0) = x ( b ) ,
( 1)

这里 F: T @ X y 2X 是一多值函数# 若 x (#) I C( T, X ) 满足:

  x ( t ) = U( t ) x (0) +Q
t

0
U( t - s) f ( s )ds, x (0) = x ( b ) ,   f I S

1
F(#, x (#) ) ,

则称 x (#) 为发展包含( 1)的mild周期解# 下面给出/凸0情形下解的存在定理# 
定理 2. 1  设 F : T y Pkc ( X ) 是一多值函数使得:对每个 x I X , F (#, x ) 是图象可测的,

在T 上几乎处处满足F( t , x ) A G( t) , 这里 G: T y Pwkc ( X ) 是L
1
_可积有界的;对每个 t I T ,

F ( t , #) 是弱弱上半连续的; 1 I Q( U( b) )# 则问题( 1)有解# 

证明  设 C: T @ L
1
( T , X ) y X 是一个积分算子,定义如下:

  C( f ) ( t ) = U( t ) [ I - U( b) ]
- 1Q

b

0
U( b - s) f ( s )ds + Q

t

0
U( t - s) f ( s)ds ,

则对每个 t I T , C(#) ( t ) 是从 L
1
( T , X ) w到Xw的连续线性算子# 又设 #: C( T , X ) y 2C(T , X)

是如下定义的多值算子:

  #x = y I C(T , X ) : y ( t ) = C( f ) ( t ) , f I S
1
F(# , x (#) ) # 

容易看到:一个函数 x (#) I C(T , X ) 是问题( 1) 解的充要条件为它是 # 的不动点# 
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设 W = x(#) I C (T , X ) : x ( t ) = C( f ) ( t ) , f I S
1
G # 我们将证W是C(T , Xw )中的紧

子集# 设 Gt : [ 0, t ] y 2X , G t ( s) = U( t - s ) G( s ) = U( t - s ) g: g I G( s ) , 容易验证

G t ( s ) I Pwkc ( X ) , G t (#) 在[ 0, t ] 上 L
1
_可积有界# 由Papageorgiou[ 10] 定理2. 1的注(3) ,对

每个 x I W 及 t I T 有:

  x ( t ) = C(f ) ( t ) I U( t) [ I - U( b ) ]
- 1Q

b

0
Gb( s )ds + Q

t

0
G t ( s) ds I Pwkc ( X )# 

因此对每个 t I T, x ( t ) : x (#) I W 是X 中的相对弱紧子集# 为了看到 W的等度连续性,

我们进行如下的推导# 对每个 x I W, t1, t 2 I T , t 1 < t 2有

  +x ( t 2) - x ( t 1) + [ M1 +U( t2) - U( t 1) + +

    Q
b

0
+U( t 2- s) - U( t 1- s) +#| G( s ) | ds + 2M eXbQ

t
2

t
1

| G( s) | ds,

这里

  | G( s ) | = sup + u +: u I G( s ) ,

  M1 = MeXb + [ I - U( b) ]
- 1 +Q

b

0
| G ( s) | ds# 

由 | G(#) | 的绝对连续性和 U(#) 在T 上的等度连续性,则 W是C (T, X ) 中的等度连续集,从

而也是 C (T, Xw ) 中的等度连续集# 下证 W是 C(T , Xw) 中的闭子集# 设 xA(#) A W 是

C (T , Xw) 中的任意网,使得 xA(#) y x (#) , 则对每个 A,有 xA( t ) = C(f A) ( t ) , f A I S
1
G# 由[ 10]

定理 2. 1, S1
G是弱紧集, 则我们可获得 f A 的子网 f B 使得f B y

w

f (#) I S
1
G# 因此对每个 t I

T, 有 xB( t ) = C( f B) ( t ) y
w

C(f ) ( t )# 但 xA(#) y x (#) (在 C (T, Xw ) 中) , 因此 x ( t ) =

C(f ) ( t ) , W 是闭集(在 C (T , Xw) 中)# 由ArzelÀ_Ascoli定理, W 是C(T , Xw) 中的紧子集# 

因为X 是可分的,从而 L
1
( T ,X ) 是可分的, 因此弱紧集 S

1
G 在弱拓扑下是可距离化的(见

Dunford_Schwartz[ 11] , 定理3)# 但 W和S
1
G是同构的,因此 W是C (T, Xw ) 中的可距离化子集# 

设 #1是 #在W上的限制# 则对所有 x I W, #1( x ) I Pkc ( W) ,并且 #1: W y Pkc( W) 是

上半连续的, 这里 W 赋予C (T, Xw ) 中的拓扑 # #1(#) 的紧性和凸性是明显的# 为了看到

#1(#) 的非空性, 进行如下的推导# 设 x I W, sn 是阶梯函数, 使得 sn( t ) y x ( t ) , 则由

F (#, x ) 的图象可测性, 对任意 n \1, F (#, sn(#) ) 存在可测选择 f n(#) I S
1
G,由 S

1
G的弱紧性,

可以假定 f n y
w

f , 则从[ 12] 的定理 3. 1, 以及 F( t , #) 的弱弱上半连续,有

  f ( t ) I convw - lim f n( t ) A convw - limF ( t , sn( t ) ) A
    F ( t , x ( t ) ) ,   a. e. 在 T 上,

因此 f I S
1
F(#, x (#)) , 这就证明了 #1(#)取值的非空性# 为了验证 #1(#) 的上半连续性,我们需

要证明 #1(#) 具有闭图象# 设 xn , yn A W,且 xn y x , yn y y ,这里 y n I #1( x n) , yn( t )

= C(f n ) ( t ) , f n(#) I S
1
F(#, x

n
(#))# 由 S

1
G 的弱紧性,可以假定 f n y

w

f , f (#) I S
1
G# 根据Mazur

定理, 我们可以找到 zn(#) I conv G
k \n
f k(#) , 使得 z n y

s

f (#)# 不妨假定 z n( t ) y f ( t ) , t I

T \ N , L(N ) = 0,这里 L是Lebesgue测度# 固定 t I T \ N ,由 F ( t , #) 弱弱上半连续性,对

于 X 中的零点闭凸弱邻域V,存在正整数 n,当 k \ n时,有

  F( t , xk( t ) ) A F ( t , x ( t ) ) + V ] conv G
k \n

F ( t , x k( t ) ) A F ( t , x ( t ) ) + V ]

    f ( t ) I F( t , x ( t ) ) + V# 

但 V 是任意的,因此对每个 t I T \ N , f ( t ) I F( t , x ( t ) ) ] f (#) I S
1
F(#, x (#) )# 因此 #1(#)
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具有闭图象, 这表明 #1(#) 是上半连续的# 应用Kakutani不动点定理, 存在 x (#) I W, 使得

x I #1( x ) ,因此 x (#) 是( 1)的解# t

下面我们给出/非凸0结果# 

定理 2. 2  设 F: T y Pwk( X ) 是一多值函数使得: ( t , x ) y F ( t , x ) 是图象可测的,在T 上

几乎处处满足 F( t , x ) A G( t ) ,这里 G: T y Pwkc ( X ) 是 L
1
_可积有界的; 对每个 t I T, F( t ,

#) 从 Xw 到X 是下半连续的; 1 I Q( U( b) )# 则问题( 1)有解# 

证明  考虑定理2. 1中的集 W# 我们已经看到 W是C(T , Xw )的紧距离化子集# 下面考

察多值Nemitsky算子N: W y 2L
1
(T , X )

, N( x ) I S
1
F(#, x (#) ) ,我们将证明N (#) 具有非空闭可分解

值并且从 W到L
1
( T , X ) 是下半连续的,这里 W赋予C (T , Xw) 中的拓扑# 

N (#) 取值的非空性、闭性、可分解性是容易验证的# 为了验证 N(#) 的下半连续性,我们

需要证明对于任意 u I L
1
( T , X ) , 定义在 W上的实值函数x y d ( u, N ( x ) ) 是上半连续的# 

下面的等式是需要的:

  d( u, N ( x ) ) = inf[ + u - v +1: v I N ( x ) ] =

    inf Q
b

0
+u( t ) - v( t ) +dt : v I N( x ) =

    Q
b

0
inf[ +u( t ) - v + : v I F ( t , x ( t ) ) ] dt =

    Q
b

0
d( u( t ) , F( t , x ( t ) ) ) dt   (见[ 13] 的定理 2. 2)# 

我们将证明对于任意的 K\ 0, 截集 UK= x I W: d ( u, N ( x ) ) \ K在W 中是闭集# 为此

设 xn n \1 A UK, xn y x (在 C (T , Xw) 中) , 则 x n( t ) y
w

x ( t ) 在 T 上处处成立# 由于 F ( t , #)

是从 Xw 到X 是下半连续的,则 x y d ( u( t ) , F( t , x ) ) 在 Xw上是上半连续的,因此由 Fatou引

理,有

  K [ limd ( u, N ( x n) ) = limQ
b

0
d( u( t ) , F ( t , xn( t ) ) )dt [

    Q
b

0
limd( u( t ) , F ( t , x n( t ) ) )dx [

    Q
b

0
d( u( t ) , F( t , xn ( t ) ) )dt = d( u, N ( x ) )# 

因此 x I UK,这就证明了 N (#) 是下半连续的# 根据 Bressan_Colombo[ 14] 的连续选择定理

21113,获得了连续选择 r : W y L
1
( T , X ) , 使得对任意 x I W, r ( x ) I N ( x )# 令 <( x ) ( t ) =

C( r ( x ) ) ( t )# 注意到 <( x ) 是绝对连续的, x y <( x ) (#) 是从 W到W连续的# 根据Tichonoff

不动点定理,存在 x I W,使得 x = <( x ) ,则 x (#) 是( 1)的解# t

3  半线性微分包含的周期问题

作为发展包含的一个特例,在有限维空间 R
N 中讨论下述半线性微分包含的周期问题:

  
xc( t ) + x ( t ) I F( t , x ( t ) ) ,   a. e.在 T 上,

x (0) = x ( b ) ,
( 2)

利用定理 2. 1~ 2. 2, 我们可以直接得到下述两个定理:

定理 3. 1  设 F : T @ R
N y Pkc ( R

N
) 是一多值函数使得:对任意 x I R

N
, F(#, x ) 是图象

可测的,且在 T 上几乎处处满足F( t , x ) A G ( t) , 这里 G: T y Pkc( R
N
) 是 L

2
_可积有界的;
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F ( t , #) 是上半连续的;则问题(2) 的解集是 C (T , R
N
) 中的非空有界闭子集# 

定理 3. 2  设 F : T @ R
N y Pk( R

N
) 是一多值函数使得: ( t , x ) y F( t , x ) 是图象可测的,

且在 T 上几乎处处满足F ( t , x ) A G ( t) ,这里 G : T y Pkc ( R
N
) 是 L

1
_可积有界的; x y F( t ,

x ) 是上半连续的;则问题(2) 有解 x (#) I W
1, 1
( T , R

N
) # 

下面研究端点问题:

  
xc( t ) + x ( t ) I extF( t , x ( t ) ) ,   a. e.在 T 上,

x (0) = x ( b ) ,
( 3)

这里 extF( t , x ) 表示 F ( t , x ) 的端点集# 我们有下述定理:

定理 3. 3  设 F : T @ R
N y Pkc( R

N
) 是一多值函数使得: 对任意 x I R

N
, t y F( t , x ) 是可

测的,且在 T 上几乎处处满足F( t , x ) A G ( t) , 这里 G : T y Pk c( R
N
) 是L

2
_可积有界的;对所

有的 t I T, x y F ( t , x ) 是 h_连续的,则问题(3) 有解 x (#) I W
1, 2
( T , R

N
) # 

证明  设 W
1, 1
p ( T , R

N
) = x I W

1, 1
( T , R

N
) : x (0) = x ( b ) , L ( x ) = xc + x , x I

W
1, 1
p ( T , R

N
)# 类似于Li_xue[ 15] 的定理3. 1中的证明, L : W

1, 1
p ( T , R

N
) y L

1
( T , R

N
) 存在逆算

子 L
- 1
: L

1
( T , R

N
) y L

1
( T , R

N
) ,且 L

- 1是全连续的# 令 K̂ = L
- 1
( S

1
G) , 同[ 15] 定理4. 1中的

证明一样, K̂ 是C (T , R
N
)中的紧凸子集# 利用Tolstonogov[ 16] 的结论5. 2,可以获得一个连续

选择 g: K̂ y L
1
( T , R

N
) ,使得对于任意 x I K̂ , g ( x ) ( t ) I extF ( t , x ( t ) ) 在 T 上几乎处处成

立, 则 L
- 1
g: K̂ y K̂ 是一个紧算子# 利用Schauder不动点定理得到 x I K̂ 使得x = L

- 1
g ( x ) ,

则 x (#) I W
1, 2
( T , R

N
) 是( 3)的一个解# t

如果加强关于 F 的假定, 可以证明问题(3) 的解集在问题(2) 的解集中稠密(取 C (T ,

R
N
) _拓扑) ,即强松驰定理# 为今后方便,用 S、Se 分别表示( 2)和( 3)的解集# 

定理 3. 4  设 F : T @ R
N y Pkc( R

N
) 是一多值函数使得: 对任意 x I R

N
, t y F( t , x ) 是可

测的, 且在 T 上几乎处处满足 F( t , x ) A G( t) , 这里 G : T y Pkc ( R
N
) 是 L

2
_可积有界的;

h ( F ( t , x 2) , F ( t , x 1) ) [ k +x 2- x 1 +, 0 [ k < 1,则 Se 是非空的,且 �S e = S # 

证明  Se的非空性可从定理3. 3得到# 下证稠密性# 设 x I S ,则由定义我们可以找到

f I L
1
( T , R

N
) , f ( t ) I F ( t , x ( t ) ) 在 T 几乎处处成立并且满足:

  
xc( t ) + x ( t ) = f ( t ) ,   a. e.在 T 上,

x (0) = x ( b ) ,

设 K̂ = L
- 1
( S

1
G) ,则 K̂ 是C (T, R

N
) 的紧凸子集# 给定 y I K̂ 和E> 0, 定义多值函数:

  #E( t ) = u I F( t , y ( t ) ) : +f ( t ) - u + < E+ d (f ( t ) , F( t , y ( t ) ) ) # 

显然对任意 t I T , #E( t ) X ª ,由 F (#, x ) 的可测性及 F ( t , #) 的 h_连续性可知, t y F( t ,

y ( t ) ) 是可测的# 因此( t , u) y E+ d (f ( t ) , F ( t , y ( t ) ) ) - +f ( t ) - u +是 Caratheodory函

数,即关于 t可测,关于u连续, 从而是联合可测的, 进而 #E是图象可测的# 应用Aumann选择

定理(见Wagner[ 17] ,定理 5. 10) ,可得可测函数 vE: T y R
N
使得vE( t ) I #E( t ) 在 T 上几乎处

处成立# 从而可定义多值函数

RE( y ) = v I SF(#, y(#) ) : +f ( t ) - v ( t ) + < E+ d( f ( t ) , F ( t , y ( t ) ) ) , a. e.在 T 上 # 

显然 RE: K̂ y 2
L
1
(T , R

N
)
具有非空可分解值# 进一步地,从 Bressan_Colombo[ 14] 的命题4可知

RE(#) 是下半连续的# 因此 y y RE( y ) 是下半连续的,并且具有闭可分解值# 因此利用[ 14]

的定理 1. 3 可得连续选择 uE: K̂ y L
1
( T , R

N
) 使得 uE( y ) I RE( y ) , y I K̂# 又从

Tolstonogov[ 16] 的定理 5. 1 我们可以找到连续映射 vE: K̂ y L
1
( T , R

N
) 使得 vE( y ) ( t ) I
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extF ( t , y ( t ) ) 在 T 上几乎处处成立,并且 +uE( y ) - vE( y ) +1 [ E对所有 y I K̂ 一致成立# 

令 En | 0, un = uE
n
, vn = vE

n
# 考察下列周期问题:

  
x

c
n( t ) + x n( t ) = vn ( xn ) ( t ) ,   a. e.在 T 上,

xn(0) = xn ( b) ,
( 4)

我们看到 L
- 1
vn : K̂ y K̂ 是紧算子( L

- 1同定理3. 3) ,则由 Schauder不动点定理可得(4) 的解 xn

I W
1, 1
( T , R

N
) ( n \ 1)# 又因为 x

c
n n \1 是一致可积的,并且 x n n \1 A K̂ ,则我们可以假定

xn y x̂ (在 C (T, R
N
) 中) , x n y

w

x̂ (在 W
1, 1
( T , R

N
) 中) ,显然 x̂ (0) = x̂ ( b)# 进一步地,有下面

的推导:

  xc( t ) + x ( t ) - ( x
c
n ( t ) + x n( t ) ) = f ( t ) - vn( xn ) ( t ) ]

  ( xc( t ) - x
c
n( t ) , x ( t ) - xn ( t ) ) + +x ( t ) - xn ( t ) +2

=

    ( f ( t ) - vn ( xn ) ( t ) , x ( t ) - xn ( t ) ) ]

  Q
b

0
( xc( t ) - x

c
n( t ) , x ( t ) - xn( t ) )dt + Q

b

0
+x ( t ) - x n( t ) +2dt =

    Q
b

0
( f ( t ) - vn( xn ) ( t ) , x ( t ) - x n( t ) )dt# ( 5)

注意( 5)的右端

  Q
b

0
(f ( t ) - vn( x n) ( t ) , x ( t ) - x n( t ) ) dt =

    Q
b

0
( f ( t ) - un( xn ) ( t ) , x ( t ) - xn ( t ) )dt +

    Q
b

0
( un( xn ) ( t ) - vn ( x n) ( t ) , x ( t ) - xn ( t ) )dt# 

我们又知道 +un ( x n) - vn( x n) +1 [ En ,因此 un( xn ) - vn( xn ) y 0(在 L
1
( T , R

N
) 中)从而

  Q
b

0
( un ( x n) ( t ) - vn( xn ) ( t ) , x ( t ) - xn( t ) )dt y 0   ( n y ] )# ( 6)

注意到

  Q
b

0
( f ( t ) - un( xn ) ( t ) , x ( t ) - xn( t ) )dt [

    Q
b

0
+f ( t ) - un ( x n) ( t ) +# +x ( t ) - xn ( t ) +dt [

    Q
b

0
( En+ h( F( t , x ( t ) ) , F ( t , xn( t ) ) ) )# +x ( t ) - x n( t ) +dt [

    Q
b

0
( En+ k +x ( t ) - x n( t ) +) +x ( t ) - x n( t ) +dt y

    kQ
b

0
+x ( t ) - x̂ ( t ) +2dt   ( n y ] ) , ( 7)

  Q
b

0
( xc( t ) - x

c
n ( t ) , x ( t ) - x n( t ) ) dt =

1
2

+x ( t ) - x n( t ) +2 b
0 = 0# ( 8)

在( 5)中利用( 6)、( 7)、( 8) , 当 n y ] 时,有

  Q
b

0
+x ( t ) - x̂ ( t ) +2

dt [ kQ
b

0
+x ( t ) - x̂ ( t ) +2

dt < Q
b

0
+x ( t ) - x̂ ( t ) +2

dt# 

因为 k < 1, 我们推出 x = x̂ ,因此 x n y x (在 C(T , R
N
) 中) ,最后注意到 x n I Se, n \1# 从

而 S A �S e# 注意到 S 是C( T, R
N
) 中的闭子集(见定理3. 1) ,因此 S = �Se (在 C( T, R

N
) 中取
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闭包)# t

4  在周期反馈控制中的应用

在这一节我们将证明第 3节所得到的结果可以应用于研究周期反馈控制系统# 有约束系

统如下:

  
xc( t ) + x ( t ) = f ( t , x ( t ) , u( t ) ) ,   a. e. 在 T = [ 0, b ] 上,

x (0) = x ( b ) ,

u( t ) I U( t , x ( t ) ) ,   a. e.在 T = [ 0, b] 上# 

( 9)

所谓可接受/状态_控制对0是指存在函数 x (#)、u(#) 使得( x , u) I W
1, 1
( T , R

N
) @ L

1
( T , R

m
) ,

并且满足( 9)的所有约束条件# 在适当的假定下,我们将证明系统( 9)存在可接受/状态_控制

对0# 我们需要下面的假定:

H( U)  U: T @ R
N y PK ( R

m
) 是一多值函数使得:

1) ( t , x ) y U( t , x ) 是图象可测的;

2) 对于所有 t I T , x y U( t , x ) 是下半连续的;

3) | U( t , x ) | = sup[ +u +: u I U( t , x ) ] [ c( t ) , c(#) I L
1
( T , R )# 

H(f )  f : T @ R
N @ R

m y R
N 是一函数使得:

1) ( t , x , u) y f ( t , x , u) 是图象可测的;

2) 对于所有 t I T , ( x , u) y f ( t , x , u ) 是连续的;

3) +f ( t , x , u ) + [ a( t ) + c1 +u +在 T 上几乎处处成立, a(#) I L
1
( T , R )# 

定理 4. 1  若假定 H(f )、H ( U) 满足,则系统( 9)有可接受/状态_控制对0# 

证明  设 F: T @ R
N y Pk( R

N
) 定义如下:

  F( t , x ) = f ( t , x , U( t , x ) ) = G f ( t , x , u ) : u I U( t , x ) # 

由Novikov 定理(见Brown_Purves[ 18]的定理 1) ,我们知道 ( t , x ) y F ( t , x ) 是图象可测的,类似

于Kravvaritis_Papageorgiou[ 19]定理 6. 1的证明, x y F ( t , x ) 是下半连续的# 由假定 H(f ) 3)

和H( U) 3) , | F ( t , x ) | [ U1( t )在T 上几乎处处成立,这里 U1( t ) = a( t ) + c( t ) c1# 设 G( t )

= y I R
N
: +y + [ U1( t ) ,根据可测性等价条件(1) 我们可以验证 G (#) 是可测的# 又注

意到 G( t) I Pkc ( R
N
) 在T 上几乎处处成立, F ( t , x ) A G( t) , 则这里的 F 满足定理3. 1中的

所有假定,由定理 3. 1,我们知道问题(2) 至少有一个解 x (#) I W
1, 1
( T , R

N
)# 设

  #( t ) = u I U( t , x ( t ) ) : xc( t ) + x ( t ) = f ( t , x ( t ) , u) # 

我们容易看到 #是图象可测的,利用Aumann可测选择定理得到可测函数 u: T y R
N 使得u( t )

I #( t ) 在 T 上几乎处处成立, 则( x , u) 就是( 9)的可接受/状态_控制对0# t

下面考虑控制系统:

  
xc( t ) + x ( t ) = g( t , x ( t ) ) u( t ) ,   a. e. 在 T 上,

x (0) = x ( b ) ,

u( t ) I U( t , x ( t ) ) ,   a. e.在 T 上# 
( 10)

可接受/状态_控制对0 ( x , u) I W
1, 2
( T , R

N
) @ L

1
( T , R

m
) 被称为是/端点0 的, 假如 u( t ) I

ext U( t , x ( t ) ) 在 T 上几乎处处成立# 关于系统( 10)的假定如下:

H( U)1  U: T @ R
N y Pkc ( R

m
) 是一多值函数使得:

1) t y U( t , x ) 是可测的;

2) x y U( t , x ) 是 h_连续的;
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3) | U( t , x ) | [ c1, c1 > 0# 

H( g )  g : T @ R
N y R

N@ m是一多值函数使得:

1) t y g ( t , x ) 是可测的;

2) x y g( t , x ) 是连续的;

3) | g( t , x ) | [ U( t ) 对所有 t I T , x I R
N
成立, U(#) I L

2
( T , R)# 

关于/端点0可接受/状态_控制对0我们有下述结果# 

定理 4. 2  若假定 H( U)1、H( g ) 满足,则系统( 10)存在/端点0可接受/状态_控制对0# 

证明  设 F ( t , x ) = g ( t , x ) U( t , x ) I Pkc( R
N
)# 直接地由假定 H( U) 1 和 H( g ) , t y

F ( t , x ) 是可测的, x y F( t , x ) 是 h_连续的,并且 | F( t , x ) | [ c1 U( t ) ,同定理 4. 1一样构造

G (#) ,从而 F 满足定理 3. 3中的所有假定# 由定理 3. 3, 问题(3) 至少有一个解 x (#) I

W
1, 2
( T , R

N
) , 即

  xc( t ) + x ( t ) I extF( t , x ( t ) ) = extg( t , x ( t ) ) U( t , x ( t ) ) A
    g( t , x ( t ) ) extU( t , x ( t ) ) ,   a. e. 在 T 上# 

设

  #( t ) = u I ext U( t , x ( t ) ) : xc( t ) + x ( t ) = g( t , x ( t ) ) u , a. e.在 T 上 ,

由H( g) 1) ~ 2) 我们可以容易地看到 #是图象可测的# 根据Aumann可测选择定理,可得控

制 u(#) I L
1
( T , R

m
) 使得 u( t ) I ext U( t , x ( t ) ) 在T 上几乎处处成立,则( x , u) 是所找的/端

点0可接受/状态_控制对0# t

在/端点0可接受/状态_控制对0 ( x , u ) 中,状态轨道 x 被称为/端点0状态轨道# 如果加

强关于 g 和 U的假定,有更进一步的结论# 我们需要下面的假定:

H( g ) 1  g: T @ R
N y R

N @m 是一映射满足:

( � ) t y g ( t , x ) 是可测的;

( � ) +g ( t , x 2) - g( t , x 1) + [ k1 +x 2- x 1 + , k1 > 0;

( � ) | g ( t , x ) | [ a, a > 0# 

H( U)2  U: T @ R
N y Pkc ( R

N
) 是一多值函数使得:

( � ) t y U( t , x ) 是可测的;

( � ) h( U( t , x 2) , U( t , x 2) ) [ k 2 +x 2- x 1 +, k2 > 0;

( � ) | U( t , x ) | [ c, c > 0, ak2 + ck1 < 1# 

利用定理 3. 4,得到下列结果:

定理4. 3  若假定H( g )1、H( U) 2满足, y (#) I W
1, 2
( T , R

N
) 是系统(10) 的状态轨道,则对

任意 E> 0,存在(10) 的/端点0状态轨道 x (#) I W
1, 2
( T , R

N
) , 使得 +x - y +C < E# 
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On the Periodic Solutions of Differential
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Abstract: The periodic problem of evolution inclusion is studied and its results are used to establish

existence theorems of periodic solutions of a class of semi_linear differential inclusion. Also existence

theorem of the extreme solutions and the strong relaxation theorem are given for this class of semi_lin-

ear differential inclusion. An application to some feedback control systems is discussed.
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