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摘 要

本文利用复变函数方法求解各向异性介质中有衬砌的非圆形结构与� � 波的相互作用问题
�

各

向异性介质可以用来模拟结构周围的地质条件
�

利用作者在文献「�
,

�〕中的方法决定介质和衬砌结

构中的散射波
,

结合� �� �� 在文献〔� �中求解有衬砌结构所采用的对结构轮廓线进行近似处理 的方

法
,

并利用结构与介质的连续性条件与衬砌内边界上的边界条件
,

对问题进行 求解
�

作为算例
,

本文讨论了在同一种各向异性介质中
,

两种不同材料组成的正方形有衬砌的结构与� � 波的相互作

用问题
�

给出了数值分析结果
。

关扭饲 � � 波 各向异性介质 非圆形有衬砌结构

,

〕 � ‘

� 鱼 �

一
、

�� 西

弹性波与圆形或非圆形有衬砌结构的相互作用问题的研究
,

无论在理论或在工程应用方

面
,

均有着重要的意义
�

在各向同性介质中
,

弹性波与有衬砌的圆形结
�
构相互作用问题 的研

究
,

巳经取得了一些有价值的研究成果
〔‘, � , “’�

但在 各向异性介质中弹性波与圆形 结 构
、

特

别是非圆形结构的相互作用问题的研究
,

虽然广 泛地受到重视
,

但所得的结果却是非常有限

的
�

最近
,

作者利用复变函数和保角映射的方法
,

研究了各向异性介质中
,

最为简单的 � �

波对无衬砂的圆形和非圆形结构的散射问题
‘ � , � ’,

这为研究各向异性介质中� � 波与有衬砌的

圆形和非圆形结构物的相互作用问题
,

提供 了一种分析的方法
�

本文利用复变函数方法
,

并结合� ��� � 在求解有衬砌结构静应力集中问题时所采用的对

结构轮廓线可用近似方法来处理的原则
〔“’,

求解了各向异性介质 中 � � 波与圆形和非圆形有

衬砌结构的相互作用问题
�

各向异性介质 可以用来模拟结构周围的地质条件
�

研 究 结 果 表

明
�

该问题的渐近解
,

仍然可以用
“

域函数
”

为项的函数序列来表示
,

而问题即可借助于正

交函数序列展开
,

用数值方法进行计算
�

在本文中
,

分析了各向异性介质中由混凝土和钢这

两类不同材料所构成的圆形和正方形有衬砌的结构 与� � 波的相互作用
,

并给出了数值结果
�

�
国家自然科学基金资助项目

�

� 哈尔滨工程大学航天工程系
,

哈尔滨 � �。。。�
�

� ��
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二
、

简化模型 控制方程和它的解

�
�

� 简化模型

对非圆形有衬砌的结构
一

可以用复变函数和保角映射的方法来求解
�

取映射函数� � 口�幻

它可分别将非圆形衬砌的内边界和外边界映射成一个内径为 �,

外径大于 �的一个圆环
�

结构

的内
、

外边界分别与圆环的内边界和外边界相对应
�

实际上
,

如果认定
,

结构的内边界与圆

环内边界相对应
,

且是
“

精确的
” ,

则通过实际计算可知
� 圆环中大于 � 的外边界圆所对应的

结构外边界不再
“

精确
” �

当结构的厚度不大时
,

这个差别在工程设计中是完全可以接受的
�

例如
,

我们可令映射 函数� ”口 �幻将真实结构 ��� 映射成一个环 �� �
,

若取内边界为精确的
,

则结构外边界成一个半径大于 �的外圆相对应
�

实际计算表明
� 此圆环对应着一个新结构�� �

�

当结构厚度不大时
,

�� 与 �� 之 间的差别是很小的
,

在实际计算中
,

可用 ��� 代替 ���
�

本文

将结合 � � �� � 在静力问题中处理有衬砌结构问题时所采用的这一近似方法
〔。’,

利用 〔�
, �〕中

的方法决定介质和衬砌结构中的散射波
,

求解各向异性介质中 � � 波与非圆形有衬砌结构的

相互作用问题
�

鑫
不不不不不不不不不
�

、、

���
‘
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��� ,,,,
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困� 有衬砌和入射� �波的非日结构的图形

�
�

� 控制方程和 它的解

稳态 � � 波 附” � � 〔不 ��
,

犷 � � �〔一如月〕在各向异性介质中传 播 的 控制方程可以写

成
‘“ ’ � ’�

�
。�

伴
� ��

‘石

瓷
� �

� �

留
� ‘〕�一 �

� 一 �
��

�

��

其中 才为出平面位移
�
吼

�
、

�
� � 、

�
‘�

和 � �分别为各向异性介质 的弹性常数和质量密度� 。

为波的圆频率
�

而各向异性介质中的虎克定律是
�

� ��
�

。 口不
丁� ,

� 喻石无
�

十 七 ‘�一

而
� � 环

� �

, 石不
� ‘·” 七 ‘�

一

而 十
‘之“ 万 ��

�

� �

由于�
。。,

�
‘�

和 � “应 当满足弹性矩阵的正定性条件
,

则有
�

�
� �

� �
,
�
� �
� “ 一 � 聋

�

� 。 ��
�

� �

利用复变量� ”二 � 勿
,

忍� � 一勿和将� 平面上的非圆形孔洞映射为 兄平面上单位圆的映

射函数� � 口 �几�
,

则在凡平面上控制方程 ��
�

�、可以写成 �
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� �

二
�

、

� � � �

�七
。。一 七“� � ,

“
�
�� 两 万万气丽不了

口�
�几�

� � ‘�
‘毛

� � ‘
�

�
斌万俞�、

,

衍
�

� �
�

�
、

� 日 � � 口附
、

�

� �七
““一“

‘一 “, 七‘, �歹而
一

丽
,

气丽而兀了万了�� “
’。

‘

伴 一 。

夕鲤 、
�万 �

��
�

� �

再 引入如下的关于映射函数口 �幻的变换
�

�一
音
〔��一 ‘� �“�“�� �� � ‘� �

丽
�〕

‘一合
〔��一‘, �“�“�� �� � ‘,

丽
」

��
�

��

、,口甘��、

了
�

�护

其中 , 为复常
�

数 ,

利用式 ��
�

� �
,

日
�
不于

�

�雪�老

且 , � 一 �
‘。

�� “ � ���
。。
� “ 一 � 乏

。

�
’� �

�� “

则控制方程 ��
�

� �可写成

�� �
�

俨
二

”
二二 �

一� � 一二立 � 户下
、 � �

��
�

� �

其中 �
��
了万 ’

� , 一华
和 � , � 二丛叠共� 业竺

尸 � 七 ��

由文献〔�
, �〕知

,

由方程��
�

� �所决定的散射波有如下的形式
�

牙 �

一氢
�

·

“ , �”� �
‘“�“����澎翁�

”

��
�

� �

其中 � 为待定的常数 , � 扩’�� �是
”
阶的以�

� �亡�为宗量的第一类或第二类 � � � � � � 函数
,

它们分别表示外行波或汇聚波
�

� 应力表达式

在 � 平面上
,

应力可写成
�

一
‘

一
‘�

� �

� �
��

�
器

� ��
� � 一 �

� � 一 �、�
‘。

�

豁 ��
�

��

在极坐标系中
,

应力可写成
�

� , � 一 ‘。
�

一「�
� 。

。
� �

� �

�
嘿

� ��
‘。一 �

� � 一 �‘�
‘。

�

嘿�
� � � �‘。〕

� � 召�
�, 之 J J

(
2

.

9
)

在之平面上
,

则应力表达式(2
.
5) 可写成

:

工犷一户‘门峥一口
�d一.: , : 一 *。

:
= 冬f[(e

。。

+ e
4 4

) (
; 一‘: ) + (e

。。一 e
‘; 一 : *e

4。
) (

,
+ ‘: ) z

“
一

. , ,

。
二

。
、 , . 、 . ,

。 ~
.
~

、 _ . 、
_

口W
、

十 LL七
““
+ 七“川 一 ’

, , 十 L七
, , 一 七“ 一 “, 七 ‘6

川 +
’, ) 少石万少

几口
‘

(幻
R l口

,

( 几) 1
10)

其中 几, R e x P [ 18〕
,

代式 (2
.
7)至左2

.10)
,

贝Ij在 几平面上
,

散射应力有
:

:
李里
》 旦鲤兰;丁4 L

K I ‘· + ‘·,

乓
A·

H “:“(K
l!; })

{音}
” 一 ‘

之 习
‘

( 幻
R !口

‘

( 几) 1

、
l
、

se

沙+韶、
!
、fl夕

‘
一l’I

夕
l‘-.

、,.尹‘‘一 ( b 一 i
c
)艺 A 。

万盆.+)
1(K :
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C 。。

K

{

(
b +

‘c ) E
A

”

H

(

·

)

廿·

二
·乒 , 、

f 雪 飞
” 一 ‘

” ‘ 1 、上、 1 1 5 1 ) 、~ 「万下 r
、 i‘l 沙

一 (一‘·,

彝
A·

H “口
1
(K l}; !)

{音}
”“

}
三 刃可万
R }月‘

(几) 1
(2
.
11)

(, 、
C
; ;

K
:

T 启二 二二 -~‘二 = - - - 二

{

( 一+ ‘
·
)

宝
A·““它1(K l‘“, ,

{音}
” 一’

一 (
c
+ ib )名 A

。

H 二幼
,

( K

:
l 心j)工

二氢 飞
” + ‘

飞
L I心1 J J

久 口
/
(幻

R 】习
,

(
几) }

.
C

, :

K

:

「
十

一
气

4 ‘

(
c 一 ib )名 AoH 二2

;(K :I右})J止孔飞
” 一 ’

L }右} J

+ ‘
·
+ ‘

·
,

鬓
A·

H “口
1(K !}。!)王音}

”

“

玲二
‘

( 几)

】习
,

(
几) 1

(2
.
22 )

其中
二 : 、

去f
. :
/ 1 省

2
、告1

:
_

, _
, ‘ 、

告f
.
了l 省

2
、去、

“一 、“
’

一 “ ’
一

飞
‘

狱万
一

了
一

习
, ”

一
气“几“

.
’
一

飞
‘一、万一

.
万于)

一

J

创。一约去

刀

且 :一

会

入射波和入射应力

3.1 入射波

在稳态波的条件下
,

各向异性介质中沿牡方向入射 的S H 波
,

可写成
:

牙(
‘)
~ 附

。
e x p [

s
( K

。

(
x e o o a

+
刀s in a ) 一 。‘)〕 (3

.1)

其中 C
os
a二n

二 ,
s

in

a
= n’ ,

W
。

为入射波的幅值 , 。二K
oC 。

为入射波的圆频率 , C
。

为各向

异性介质中沿牡方向传插的S H 波的波速
〔” ” ,

即

C一l告
、C
55C o “;a + 2 C

4 卜
8 ‘n a C 0 8 a + C

4毛“‘n
Za )

」
‘

(3
.
2 )

在又平面上
,

式 (3
.
1) 有

:

「‘K
。

~
, 、 ‘

_
.

一
, 才 _ 、

l

夕F 、”
~ 伴

。
e x P I 一灭 L占才林)e

’ “

十“协
, 己

’ “

) I
e x

P L 一 盆。tJL ‘ J
(
3

.

3
)

进一步
,

在极坐标系中
,

式(3
.
1) 可展成F O u ri e r级数

:

附“’= 不
。

乙 (‘)
“

J

。

( K

口
r

)

e X
p [
‘n ( e 一

a
)」ex p [一 io t」

几尸
。

(
3

.

4
)

其中 J
。

(. )为
。
阶的B es se l函数

.

在几平面上
,

式 (3
.
4)可以写成

:
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附 “, , 牙
。

艺 (i
)
·
‘
·

( K

·

!“ (“, ‘,
{篇箫}

”。X p 〔一‘二〕eX p 〔一‘。‘,
( 3

.
5 )

3. 2 入射应力

代式 (3
.
5)至式(2

.
9)

,

可得到入射应力的表达式
:

淤二
-
旦丝丛丝

,

4 {〔(
‘+ 。)

曼
(‘)·‘一(K ·

}
“ (‘) !)

{

月

一

号备
一

}

e x p [ 一 i
n a 〕

一 “一 。一 2“,

曼
“,

·
‘一(K

·

}“(‘) .)
{渭{箫}

” ‘’ 。X p 卜 ‘二〕
]

+
!
“ 一 。+ 2‘: )

叠
(‘) ·‘一(K : “(‘) , )

{谧粉}
” 一 ‘

一p卜 ‘二〕

几 口产
( 幻

R !口
产

( 幻 }

、

二
.、 . , ,

二
.
。

, 、 . 、

r 口(几) 、
n+‘ _ _ _ _ r . _ ,

1 万

从
‘十 “’

气
L”

‘
’

J 二 ‘L 八
“ “才气八川娇厕万l了 以

p L一 ’介 a 」
J 万

口
,

(
几)

}口
,

(
几) }

}

(3
.
6 )

:
纷= 卫

丝
丝

,
丝

鱼

4 { I

‘( 1 + 。)

最
(‘)·‘一(K 。

‘““, , ,
{溜备

一

}

” 一’

一p卜‘二 ,

一 (‘(卜 。) + 2 : )

氢
(‘)·‘一 (K ·

}““ , ‘,
{
口(幻
}口(幻 I}

““ 。X p 〔一‘一 , 1主
~
旦卫匕

」R }口
,

( 几) }

+

l

‘2‘一“‘一 。) )

曼
“)

·
‘一 ‘K

·

‘““, ‘,
{
刀
裂箫}

” 一 ‘。X p 卜 ‘二〕

+ “1+ 。,

氢
“,

”
‘一 ‘K

·

,“‘“, , ,
{

一

丁育片介}
”“ 二p卜‘二〕〕畏覆需}

四
、

各向异性介质中有衬砌的非圆形结构与SH 波的相互作用

(3
.7)

研究各向异性介质中有衬砌的非圆形结构与 S H 波的相互作用时
,

可假定衬砌是各向同

性的
,

而衬砌的内边界为自由的
.
这是实际工程中最为常见的情况

.

4
.
1 各向异性介质和衬砌结构 中的S H 波

在各向异性介质中
,

入射波遇到衬砌结构之后
,

则要在各向异性介质中产生一个外行的

散射波 W 沪
.
由此可知

,

各向异性介质中总的波场附l
‘’是
:

附;
。
)一W (

‘) +

曼
A·

H “
1)(K !!“(“)』)

{爵
_
}
”

(
4

.

1
)

而在衬砌内
,

由于入射波的作用
,

在衬砌结构的两个界面上
,

将产生折射波和反射波
,

即一

个向心的汇聚波和一个发散的外行波
.
衬砌内总的波场万扩

’是 :



史 守 峡 韩 峰 主 振 清 刘 殿 魁

班1
, ’= 乙 B ”

H 盆
‘’
( K

:
{。(久川

了一卫终2-
L l口(凡) } }

”

+

曼
C·

H
‘:)

( K
!
,“‘“川
喘斋}

’

其中 K := 。/ C “ C 百= 内/p :
,

内和 p:分别为有衬砌介质的弹性常数和质量密度
,

砌介质中S H 波的波速
.

( 4
.2)

C 。 为衬

4
.
2 边界条件

本文所讨论的问题给出如下的条件
:
(l) 连续性条件

:
在介质与衬砌的结合 部 分

,

给出

位移和应力的连续性条件 ,
(

2
)应力的边界条件

:
在结构的的内边界上给出 应 力自由的边界

条件
,

而在无穷远处的S o m m er fe ld 辐射条件可 由砰钾满足
.
以上各个条件

,

在兄平面上
,

有如下的形式
:

(l) 连续性条件
:

尸= 尸
:
) 1

,

牙 }
‘, 一牙{

‘, = o
(

4
.

5
)

二

{二:
;一 :李里{

,
= o

(
4

.
4

)

(
2

) 应力边界条件
:

R = R := 1
, :
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研究有衬砌的非 圆结构与 S H 波的相互作用时
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要分别给出介质与衬砌的结合面和衬砌

内界面上的动应力集中系数
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在介质 中任意一点的动应力集中系数
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表示衬砌与介质的结合面上衬砌中的 动 应 力集中系

数; 了= 2
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表示衬砌 内边界面上的动应力集中系数
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算 例
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动应力集中系数
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乱是一个关于幅角 0 的复数

,

实部和虚部分别表示其随时间变化的过
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程中出现在t二T / 4和t= T / 2时动应力集中系数的大小
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而峰值为其绝对值 !T乱 !
.
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这一绝对值 }
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认 }为动应力集中系数
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衬砌和介质中 动应力集中

系数随无量纲波数K
oa的变化规律

.

在算例中
,

介质是各向异性的
,

并取乙= 0
.
2 , 刀二0

.
8 ,

衬砌是各向同性的
,

并考虑两种

不同的情况
:
( l) 衬砌是混凝土的

,

(
2

) 衬砌 是钢的
.
若取各向异性介质中的弹性常数C

。。

与

普通花 岗岩相一致
,
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六
、

词 论

本文是将上述方法作为结构分析的一种新方法提出并加 以研究的
.
要深入讨论各向异性

介质中S H 波与有衬砌的非圆形结构的相互作用的一般特性
,

计算资料还不够
,

很难深入
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但从分析现有的计算结果出发
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可得如下看法
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( 1)
.
在分析的两种情况中

,

第一种情况的衬砌与介质相比
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相对较软
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所以衬 砌 中的

动应力
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欲

,
较小
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而介质中的动应力较大
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而在第二种情况中

,

由于衬砌相对 较 硬
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则 情
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oa” 0
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3附近
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其幅值大约高出静力 10 咖、 15 肠左右
.

(3) 动应力集中系数除与波数K
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还 与 户
, 梦 ,

衬砌厚度
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关
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特别是在低频入射时
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明显
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所以
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考虑各向异性的影响
,

在工程 中是必要的
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