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8 30 侯 延 仁

设 v
·

a 一“
,

{
。a
(x )d x 一“及l

。
f (x

, ‘)d x 一 “ (参见 [4 〕)
.

下面引入口上周期函数空间 (V fn 〔N )

H 仍 (“ )一{
劝: , 一乙

: , e x p 〔、k
·

x 〕
, 。。一乙

,

艺 , * 1
2。
}
。,
一< + OO }

k(沙 展沙

泞‘
(口 )= {价: 功〔H ‘ (口)

, ‘。= o}

对任意a 〔R
,

可按通常的方法
,

用对偶和插值定义H
“

(口 )
.

视具体场合的不同
,

的记号来表示 向量值或标量值函数空间
.

同时
,

引入下面常用的几个空间

H = 体〔H
”

(口)
,

di v功二 0 ,

在弱意义下 }

犷= {叻〔H
,
(口)

,

d iv功= o }
,

泞= H 门泞
0

(日)
,

.

夕二犷门泞
‘

(日)

今后
,

总 以(
·

,
·

)和 ((
·

,
·

)) , (V
·

,
V

·

)表示L
“

和H 孟(口)的内积
.

对任意 a 〔R
,

标准的H
“

范数
,

特别地
,

以十11表示刀范数
.

并记加l!J二 s u 酬例 t) 1
.

我们用同样

以 jI
·

l
。

表示

定义投影算子P
:

H
“

(口)”H
,

并往意它可与导算子交换

尸f == 乙
k(Z

: ,

k 户 0

(
‘一

搽)‘
: ·x p 〔‘“二〕+ ‘

。,

V f= E f
, e x p [‘左

·

x ]〔H
。

(口)
k〔Z

留

同时定义 8切k es 算子A : V 叻〔D (A )二仲〔泞
,
△功〔泞}

,
A叻= 一 △功

.

A可延拓为泞上的正

定
、

自伴算子
,

从而可定义 A 的幂
,

A
“ ·

事实上
,

D (A
“

)二 {功〔方2a (。 )
,

di v价= o }是户
2 “

(。)

的闭子空间
,

且 IIA
。

·

JJ是它的一个等价范数
.

易知 一 v A可产生户 上的一个解析半群
,

表示为

{e x P [一 vA t] }t
, 。,

并且存在常数
e ,
占> 0使

}IA
a e x P〔一 v A 才〕}}《

c , 一 a t
一 。 e x P [一 Zv乙tj (t> o , a > 0 ) (一 2 )

此处占只依赖于A
.

在下面的讨论中
,

不同地方出现的常数
c
具有不同的意义

.

现在
,

将(1
.

1) 投影到月上
,

则。
满足如下抽象方程

d “
. J .

。 , 、

。 ,

一〕
~

万-
十 V月材十刀 t份 , U 夕= 厂了

a 「 (1
.

3 )

、l-.r
/

u (0、二 a

同时
,
户满足A户‘ v

·

f一 v
‘

(
u

·

v )“
,

其中B (。
, 。
)‘尸 (

。
·

V )“
.

讨论中
,

将多次用到三线性形式 b (
。 , 。, 功 。

(
“

·

v )
v

·

切d “的如下性质
￡‘, ‘“」

A川 (1
.

4 )

、...‘
‘

了.声叮

b (
。 , v ,

b (“ ; “ ,

b(。; u ,

田)二 一 b (
“ , 、 , 。)

A “
)+ b(

。; 。, A u
)+ b (“ ,

(V
u〔护, 。 , 二〔犷)

(V “〔D (A ))
u ,

A 田 )~ o (V
“, 、〔D (A ))

及
,
对

s ‘= m ‘+ a ‘, 。‘” 〔s‘] (‘二 l ,

2
, 3 )

,

若 E
s ‘> 1或 E

s‘= 1但
s 工, 5 2 , 5 3

涟 x ,

成立

Ib(“, v , 。 )}戒
c
ll
u
lt
: ,

{I
。
!1
: 2 + 1 1!、 1}

: ,

Ib ‘u , 。, 二 , l《
e }!“ {{忿

“‘!}。 J};ll
+ , .}v {}默呈l]

v l‘柔:
+ : JI田 11

另外
,

为以后讨论的方便
,

这里给出 (1
.

3 )的弱形式

(。 : ,

价)+ v
((
。 ,

叻)、+ b (
u ; u ,

价) ~ (p f
,

叻)(丫叻〔护)

“
(x

, o ) == a (x ) (v x ‘。)

1 一 a 3

爪3

a 3

优3 + 1 }
“

·

5 ,

} (1
.

6 )
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本文将仅在无散度空间中展开讨论
,

即仅涉及
。的分析

.

二
、

Fo ur ie r非线性Ga le r kl n 逼近及其解的适定性

给定
n ,

N 〔产
,

满足
n 《N

.

首先引入几个有限维子空间

, 一

{
,

:

叻-
乙

一 N 〔ki ,

儿: 百N

e x p [ ik
·

x ]

F , = S 二 义 S 二
,
犷二== 犷门F 二 ,

亡, = 夕n F 二

同时定义刀意义下刀 (口)
“

到F N 的正交投影算子尸
N ,

并记Q二 = I 一尸N .

。 ,

功〔H 叫动
,

存在如下关系

}}P二价}l
。
《

eN “ 一 p

jl叻}{, ,

J{Q二价}}
,

《
eN

” 一 “ }l叻l}.

若
。 《N

,

时夕
,
进行如下正交分解

易知对任意的。《拌《

恤

1
产

,主

.

9�
声矛.、

夕二~ 夕
”¹ 夕异

,

其中夕
,

= 尸 ,

广二
,

护介= ( I , 一尸
,

)夕二 = Q二 二

护,

( 2
.

2 )
F o u r ie r 非线性 G a le r k i n

。, = 。”+ 功异
, 。”〔夕

, ,

方法 旨在求 ( l
.

e) 的有限维逼近
叨盗〔护升

使满足

(。t
,

叻) + v ( (。抢 ,

功) ) + b (v
”+ 二盗,

v ( (功介
, X ) )+ b (v

” ; 。 . , x ) 二P f
,

。. ( x
, o ) = P o a ( x )

。”+ 。舟
,

叻) = (P f
,

价)

树

(v 功〔夕
。

)
’

( V 溉弓 ) i
( V x 〔. ) )

(2
.

3 )

利用半群e x p [ 一 , A t〕
‘, 。,

可形式地得到对应于 (2
.

3 )抽象形式的解

二 ‘, ,一
x p卜

·A‘〕p
一 l:一

p 〔一“ (‘一 , ,尸
·

‘“ (·
”

+ ? ; , ·”+ 田“, 一尸““
·

} (2
.

连)

功 : ( t ) 二 v 一 ‘A 一 ‘Q , 。

{P f 一 B (。
” , v ”

) }

注
: 2

.

1: 若 N ) Z n ,

则易于验证 B ( v
” , v · ) (夕

2 , ,

从而w
·二 = 。+ 占

,

其中。〔护
2 : ,

省二 v一‘姓一 IQ二一尸f(

夕
巴 : . ,

这里广
‘2 ,

是夕
2。
在亡中的补空间

.

可见
,

无论N 取何值
,

包括N = + oo
,

( 2
.

3 )和 ( 2
.

4 )总是有限维系

统
,

其计算量主要由n 决定
.

对自治系统尤其如此
.

为讨论方便
,

今后总以
“二 。+ 田表示 ( 2

.

3) 的解
,

以 x = g + :
表示 ( 1

.

6) 的解
,

其 中 g 二

尸
. 大 , 君 , Qo x .

下面先给出一个有用的不等式
〔“’.

引理2
.

1 设T , a 和刀是正常数
, 0 < 0< 1

.

则对连续函数f
:
〔O

, T 」。〔o
, + co )且

, (, )、 a + , l:(
: 一)一 , (·) d · (。、‘、‘

’

)

我们有

f ( t )《。a e x P{c刀‘
, (‘一 口) t} ( o簇矛簇犷)

这里
‘
是仅依赖于0的正常数

.

特别的
, a ~ o时

,

j( t) 一。
.

定理2
.

1 设
a 〔D ( A

, / 3 ) ,

f〔C (〔o
, co ) ,

泞 ) 且存在 常 数 C r> o 使 {{jf{j{( C 了 .

则 存 在

n0 〔N ,

当n0 《
n 《N ( + co 时

, ( 2
.

3)存在唯一解。= v + w ,

并且存在与 t , n , N 及。无关的常数

C 。> o使!,A
‘/ 2 “}11< C 。 .

证明 显然 (2
.

3) 的第二式定义了如下一个映射
:
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中
: v任夕

二

, 功 = 中 (v )〔护二

”
(2

.

5 )

事实上
,
中的图即通常所说的非线性G al e r ki n 形式 的近似惯性流形

.

下面我们用 S c h a u d e r

不动点定理来证明 (2
.

3 )解的存在性
.

为此
,

首先定义集合
.

K = {叻〔C ([o
,

co )
,

护
。

)
,

川且
‘l 么

功川《p }c C ([ o
,

co )
,

夕
。

) (2
.

6 )

其中p > 。为某一常数
.

考虑如下系统定义的映射少
:
K , C (〔。

,

oo )
, 夕

,

)
.

给定几〔K
,

使 (
。 , 切)〔C ([ o

,

oo )
,

夕
”

) x C ([o
,

oo )
,

夕升)使

(
。‘ ,

价)+
v
((
” ,

功))+ b (。+ 。 , 。+ 白
, 功)= (尸f

,

功) (V 功〔夕
,

)

v
((阴

, x ))+ b (兄, 几
,
x )= (p j

, x )
’

(V x 〔夕盗)

”
(戈

, o )= P
o a
(x ) (V 尤〔口)

(2
.

7 )

由(2
.

7 )第二式侧llA
, 产名

翎《 p立即可得

}{A
3 , ‘山l《

v 一 ‘n 一 ’2 4
(
n 一 ’/ ZC , + p Z

) (V t> o )

现在在 (2
.

7 )的第一式中取价二A 。
并注意性质 (1

.

4 )、 (1
.

5 )及 (2
.

8 )
,

我们可得

(2
.

5 )

l d
二 ‘ , , 。 二 。

⋯
J . 。 ,

一
,

万
~

刁了 ,!月
’

“” 11
“

+ v 11刀” :
‘

= (厂J
,
班。)一 b (功 , ZD ,

月”)一 b (口 , 功 ,
A ”)一 b (切 , ” ,

A ”)

《C , {iA o ll+ c n 一 ’
IIA

S , 4功l
“
IIA ” l}+

c n 一 ‘/ 2
1{A

3 , 4功iJ!A o l.
“

、
v 一 ’C }+ 专‘}

A o
11
“+ ‘n 一 “v 一 ‘

}jA
3一田 !I

‘

+ 。n 一“““A “
一田1w A 。!一

“

、
v 一 ’C , +专}}A o ji

Z

+ c。一 3 v 一 “

(C , + p Z

)
‘

+ ‘n 一 “/ ‘v 一 ’

(C
了+ p Z

)一A
。
一
“

只要取
, 。

> cv
一 吕z “

(C
, + 澎 )音 (事实上

,

更精确一些
, 。 。

可估计到对任意小的
。> o , 。。》‘ , 一

(2“ ,

则当
n
》

n 。
时

,

我们有

d
. J , , 。 二 。 . , 二 。 _ ,

~
。 _

-

J了 11丑“
“口11

‘

+ , jl刀刀 {{
‘

叹 Z v 一

“争+
‘v ‘

(V t ) 0 )

注意到
v
}{A

。
J!
“

> 久Ic v }{A ‘2 ’。,
{1
2

叠
v
llA “

’” j}
2 ,

其中几
1) o为一常数

.

则上式可化为关于 .jA
‘’空。 }}

2

的

微分不等式
,

然后在 [ o
, t〕上积分

, 若记 IIA
‘/ Z a }1

2

+ Z v 一 Z
C争+

c v Z

为M孟
,

则有

JIA ‘/ 2。
(t) I}《M

。

(V t》 o ) (2
.

9 )

显然
,

若取p < M
。,

则可知梦是K 到 K 的映射
.

另外
,

由 (2
.

5) 、 (2
.

9 )可得

{IJA
‘, 2

(。+ w Z!}}《
c v 3

C了(C
, + M孟)

一 2

+ M
。

+ c v
叠C

。

(2
.

xo )

由于价
。

是有限维的
,

事实上亡
”
〔 C OC (。)

“ .

易于验证C
‘

([ o
,

co )
,

C ‘ (。)
2

门夕
。

)紧嵌入

C (〔o
,

co )
, 夕

,

)
.

从而梦还是全连续的
.

由 S c h a u d er 不动点定理
,

可知少在 K 中存在不

动点
,

即 (2
.

3 )在K 中至少存在一个解
.

设(
” 1 , 功 1

)
,

(
。 : , 田:

)是 (2
.

3 )的两组解
,

记。二 ” ; 一 口 : , 田”切 1一 切 : ,

则 由(2
.

4 )可得

。 (‘)一l:
e x p 〔一A (,一)〕p

”

、。(
·+ 田 ,

一 + 切 1
)+ 。(一 + 田2 , · + 切) }、

·

利用性质(1
.

2) 及(1
.

5 )
,
并利用 (2

.

4 )第二式
,

最终我们有

}!。(‘) }.、c l

!:
(, 一 :

)一
e x v〔一 2 ·“(,一)〕}}。(

·
) .}d ‘

(2一 l)

其中C ;
是依赖于M

。,
C r , a

及
, 的常数

.

令夕(t)‘
e 么,

“ !{。 (t) 11
, 我们有

: (‘)、 C l

};
(‘一)一

: (
·
)d

·

利用引理2
.

1 ,

立即可得夕(t)‘ o ,

即jj。(t ) 11= o 对 t》 o 成立
.

再注意 (2
.

5 )
,

(2
.

12 )

我们可以断定



二维N 一S方程的 Fo u r ie r 非线性 G a le r k in 方法 8 33

(
。 1 , 阴 1

)= (
。 : , , :

)
,

即 (2
,

3 )的解在L
Z

意义下是唯一 的
.

证毕

三
、

误差估计

我们先给出几个先验估计
.

引理 3
.

1『。’设a 〔D (A )
,

若i)f = o ,

则存在依赖于
a 的常数 k

。

(
a
)

,

使得

}}A x (t )]I《 k
。

(
a )11A a }1e x p [一 Zv ld t ] (t> o ) (5

.

1 )

11) j〔C ([o
,

+ co )
,

泞,
(口))

,

则存在依赖于t的数L (r)使

I】A 戈(t)}}( L (t) (t) o ) (3
.

2 )

参见【6 〕【7 ]
,

我们立即可得下面估计
.

引理3
.

2 设
a 〔D (A )

,

若i)f ~ o ,

则存在依赖于
a 的常数k l

(a )
,

使

}}A
‘, Zx ,

(t )}}《 k :
(
a
)e x p [一 v lt] (t> l ) (3

.

3 )

11) f〔C
‘
([ o

,

+ co )
,

泞
。

(口 ))
,

则存在依赖于t的数
,

不妨仍记为L (t )
,

使

1IA
‘1 2 x 。(才)}}( L (t ) (t》 1 ) (3

.

4 )

今后
,

我们 记 。= m in干牛
,
。下

.

我们首先考虑齐次方程的误差估计
.

‘ 声

曰
,

~
” J ’“ - - -

一 L 4
孑 一

J
’ “一、 ” J

~ 护一 砂 声“
’ 2 ’ , 、 产甘 ‘

一 曰 砂 v 、

~
’目 r

”

定理3: 1 若 a〔D (A )
,

f ~ o ,

那么存在
n 。
〔产

,

使得当
n
>

n 。

时
,

对任意的
。〔(o

, l)
,

存

在在依赖于
。的正常数 c

:

> o使得

ljA , / 2

(
。 一 , )(t) 11《C

B n ‘ 一 ,

(
n 一 2

+ N
一 ‘
)e x p [ 一 a v ; t] (t》 l ) (3

.

5 )

证明
:
在 (2

.

3 )中取功二A 。, x ” A 。
,

并将两式相加
,

利用性
1

质(1
.

4 )
,

有

l d

万了不 11丑“ 一口 l,
一

+ , },五 L”一 切 ) If
一

= O L” , 切 ,
月切 , 十 0 Lw ; ”,

由定理 2
.

1可知
,

存在
n l〔才

,

当n 》 n l
时有 }{A “

“

(
。 + 。 )}l《 C

。.

式
,

我们可得

A 。 )~ 一 b (功 , 。, A ”
)

(3
.

6 )

利用 (1
.

5 )及 A g m o n 不等

}b(田, 。 ,
A v

) ,《
c
11。 }!IIA ‘/ “功!J

{
IA

o
11
’/ 2

11A
Z。 }!‘

/ 2

《
eC

0 n 一 ’

IIA (。 + 功 )l!
“

因此
,

只要取
n 。> m a x {n l , c v 一 ‘C万

‘

}
,

则当n 》 n 。

时
,

我们有

豁
:A

l / 2。 },
2

+ ‘一 A
l / 2

: !
“

、“ “李 “,
(3

.

7 )

从而

}JA
‘l么口!l《 .IA

, / 多a J,e x p 〔一 Za , ,t〕 (t》 o)

}}A
‘/ 2切 }}《

e
l}A

‘/ Za
】!e x p [ 一 4 a v lt〕 (t> o )

下面我们着手进行误差估计
.

为此
,

先引进一些记号

e = X 一 u , e 。

= g 一 t) , e 。巴 2 一 切

显然
, e

,
e 。

+ ‘
.

另一方面
,

注意与有如下分解
e 。= P 二 e 。 + Q二 e 。二P 二 e 。 + Q二z

那么
,

V X 〔亡升
,

有
v
((P 二e。 , x ))= 一 (

: : , x ) 一 b (
e ,

; 夕 , X )一 b (
。; e 。 , x )一 b (夕, z , X )一 b(: , x , X )

并且
,

利用引理 3
.

1
、

3
.

2及估计 (3
.

5)
,

对上式右端各项
,

有如下估计

I(
: ‘,

X )I《 11之
.
1}}x l}《k : n 一’e X P[ 一 Za v , t] IA “

ZX 皿

(3
.

8 )

(3
.

9 )
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}b (e
。

, 刀 ,
x )l《

e
}jA

, ‘Z e o

llt}A
, ‘ZvlllJA “

‘x l{

《 k。11A
a
i}
n 一‘, Ze x p [一 Zo v : t] 11川

/ Ze , ,

!]IA
, / zX }j

lb (
” , e , ,

X )j《
c
{}A

‘1 2 。;]JIA
’, Z e o

l}}A
, , 4x

. ,

《
c 11A a lln
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