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摘 要

本文用修正迭代法研究了扁球壳非对称大变形问题
,

求得了在线性液体载荷作用下的扁 球壳

变形的二次近似解析解并绘出了摄动点的挠度与载荷的特征曲线族
.

应用本文方法还可对其 他 板

壳的非轴对称大变形问题进行讨论
.

本文通过算例对平板及不同初挠度的扁球壳大挠度变形 进行

了讨论
。

关键饲 大位移 非轴对称 迭代法

一
、

引 言

扁球壳非对称问题的研究在理论方面及应用方面都有着重要意义
.

在工程中常能遇到此

类问题
,

如两端用扁球壳封头的平置柱壳油罐
、

水罐等就是非轴对称问题
.

在工程中计算此

问题的强度和变形时
,

一般常用线性分析并加大安全系数来处理该问题
,

这种方法对研究结

构中的实际应力分布
,

误差较大
,

并在制造设备时所用钢材偏多
,

造成不必要的浪费
.

在理

论研究方面
,

据我们目前掌握 的资料分析
,

关于扁球壳非轴对称非线性问题的文章资料
,

在

我们所能查阅到的各种中外文期刊中尚无发现
.

王新志教授等人最近几年在研究圆薄板非对

称非线性问题方面做了许多工作
〔‘一 3 二,

而扁球壳的非轴对称非线性大变形问题在数学方面难

度更大
.

扁球壳作为压力容器的一类部件由于其加工制造的难度较小
,

在工程中使用非常普

遍
.

随着在压力容器设计中常规设计法逐 渐要被应力分类设计法所代替的发展趋势
,

要求对

扁球壳非轴对称非线性大变形问题进行较精确的应力及变形计算
,

这也是本文研究的实际意

义所在
。

本文利用F o u ri er 级数将非线性偏微分方程组划为非线性常微分方程组
,

采用修正迭代

法求解
,

得到了在线性液体载荷作用下的扁球壳变形 的二次近似解析解
,

通过算例对平板及

不同初挠度的扁球壳大挠度变形进行了讨论
.

二
、

基本方程及边界条件

1
.

几何关系

扁球壳为旋转壳
,

与 0坐标无关 (见图 l)
,

其初挠度为

1 甘肃工业大学
,

兰州 7 3 0 0 5 0

2 兰州大学
.

兰州 7 3 0 0 0 0
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+
多〔(

k一 。 , ( , 一。)一 沉〕(附
, 价““ ‘

一 , + 研
‘饥“ , ‘“一

,
)
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一

宁
m (不

, 二。 : 、。
一 。 。一班

! 。。: 、
。一 。 , )

+ 多〔(
‘一 。)一。 (k一 。 , 〕(万一。· (, 一 )一W

‘。 v ‘〔, 一 。。)

+ 登(W ‘
。u
“

‘
一 , + 附‘

。“’‘,
一 , )

一

券
。 2

(万一 : (舌一 )+ 附
‘二“ ;〔*一 ) )

}
边界条件

x = 1时
, “ r , = u ‘, = 口 r * = 口‘, = o

研
, , = 班

‘。= 研二
。一附

大 = o时
, u , , , u ‘, , 刀 r , , v ‘, ,

W
, , ,

W
‘, ,

砰二
* ,

砰厂
, ,

有限

式(3
.

6 )、 (3
.

1 4 、构成了问题的基本方程
.

(3
.

x Z a ,

b
, e ,

d )

(3
.

1 3 a ,

b
, e ,

d )

(3
.

14 a、h )

采用修正迭代法即可求得该边值问题的各次近似解析解
.

修正迭代法的解题步骤为
:

¹ 令L
3 r 。( u

, v ,

W ) = o及L 3‘* (。
, v ,

砰 ) = o ,

利用式 ( 3
.

10 )和 (3
.

11 ) 求出一次近似解析

解才界
,

研指
,

º 令 牙¹ ( x
。 , e 。) ~ y 。,

则可得载荷与 g 。 间的关系
,

将此关系代入到求得的 研 近似解

中 ,

¹ 将 砰界及w 矛代入式 ( 3
.

6 )、 ( 3
.

9 ) 的右端算子中
,

求解方程组即可得一次近 似 解

“

只
, 。

密
, 。

界
, 。

滑
;

¼ 将一次近似解析解代入式 ( 3
·

’“)和 ( 3
·

“ )右瞳算子 L “·, ( u
, ” ,

牙 )和L 3‘, ( u
, ” ,

砰 ) 中,

对式 (3
.

10) 和 ( 3
.

1 1) 求解左端算子中的未知量不
, 。和 W

‘, ,

所得结果即为二次近似解析解

牙界和牙界
;

若
。
次近似解析解 万 ;留

,

砰招
’已知

,

将À 步骤中的各量上标用 (n )代替
,

再进行 º
、

À

和¼步骤即可求出。+ 1次近似解析解W 火
+ ‘’和不招

十 ‘’
.

四
、

算 例

设有一圆周边半径为R ,

厚度为h ,

曲面的曲率半径为尸
。(R 。

》R )的浅球壳
, 拼“ 0

.

3周边

固定夹紧
,

其凹面承受的法向载荷为

。( :
,
。)一 , , R

(卜分
。‘n “

)
其中, , 为某种液体的比重

.

无量纲化后的载荷为

。一

佘
。一“ (卜

、。‘n “,

其中 A = 扮R 习D h

将q展为F o u r ie r 级数
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g (X
,

0)== E (g
r 。+ ‘g ‘。)

e ‘殆,

可得
A (吞” o )

o (k = 士 1 ,

士2 ,

⋯ )

一月x/ 2 ,

(k = 一 l)

A x / 2
,

(寿= 1 )

o ,

(k = o ,

士 2 ,

士 3 ,
⋯ )

(4
.

1)
r之l
、

一一含价

(4
.

2 )

1
.

W 的一次近似解的边值问题

H
.
(附霖)二 。

, 。

万
。
(砰界)二

。‘。

边界条件
二二 1时

,

班界一附界一万界
‘
= 班霖

‘
一 。

x = 咐
,

研黯
,

研雳
,

附只
‘ ,

砰君
‘

有限

(4
.

3 )

(4
.

4 )

其中左= 。,

士 1 ,

士 2 ,
·

⋯ 求解上述边值问题
,

w ¹ = 丝
r D 6 4

( x + 1)
“

( x 一 l )
2 ,

研霉= 。

可得

(左= 士 1 ,

士2 ,

⋯ (4
.

5 )

附牙= 一 w g

由式 (3
,

3)得

A

38 4

x ( x + ; ) 2 ( x 一 , ) 2 ,

附君 (k = o ,

士2 , 士3 ,
⋯ ) ( 4

.

6 )

附 ¹ ( x
,

。) 二附g 一 : 研汗
。 i n o= A

38 4
( 、+ 1)之 (二一 )

“( 6 一 Z x s i n o) ( 4
.

7 )

令
二 , , ~ , 、 、

A
, 二理 因 LX 。 ,

口。 ) == 丽4 (
x 。+ l) 2 ( x

。一 l )
z

( 6 一 Z x 。5 in s。)

取 W
。 A 9 0

= 不落万= 可蕊干不而不丁可不丁添荀丽丽万
(4

.

8 )

式中( x
。 , 0。)为给定点

,

它满足。( x 。< l , o簇 6。< 2二 ,

附¹ ( x
。, 8。 )铸 。

将式 (4
.

5 )代入式 ( 4
.

5 )和 (4
.

6 )
,

可得

附黔= 6砰
。

( x + 1 ) 2丈x 一 , ) 2

班尸= 牙
。二 ( x + 1 )

2

( x 一 1 ) “

(4
.

9 )

( 4
.

10 )

2
.

u , , 的一次近似解的边值问颐

边界条件为
x ” 一时

, u , * = u ‘* = v , 。= 刀‘。= o

x = o时
, 。 r 。 , u ‘。 , 。 r。 , 。‘*

有限

( i ) k = o

由式 ( 3
.

6) 、 ( 3
.

9 ) ,

右端算子为
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L l , 。

(牙¹ )= cx
“

不胃
助

+( : 一 。)cx w 刃
‘一 x 牙雳

‘

班乌
“ 一 : x 研g

’

才界
“

+
字

(二g )
2 一
牛些(二雳

‘ ) 2 一 ( 1一 。) (班g
,

) 2 一
粤

、骨二汗
’

八 乙 人
( 4

.

11 )

L 工‘。(班¹ ) = L Z , 。(研 ¹ ) = L Z ‘。(牙¹ ) = o

对应的方程为

毗
“

+u 男
’ 一

静胃
一五1一 (砰 ¹ )

u

g = 。
, 。

勇= 0 , 。

丹= 。

( 4
.

22)

将式 (4
.

的和 (4
.

10) 代入
,

再由边界条件解得
。

丹二牙含( 6
2 , , x “+ 石2 , Zx ,

+ 62
, 3、 6+ 石:

,

承
3
+ 。

2 , 6 x )

+研
。

(b工
, , 、 5

+ b , , : x 3 + b , , 3二 ) L4
.

13 )

其中

b : , z= 一 2
.

7 4 , bZ
, : = 一 3 1

.

7 333 ,

bZ
, 。

= 24
.

0 0 6 7 , bl
, 1= 4

.

7C ,

( 11) 寿== l

L l , , (牙¹ ) = o , L Z ‘, (W ¹ ) = o

b Z
, 3
= 10 3

b ]
, : 二 一 8

.

6 6 7 , b : , 4
= 一 9 3

.

2

一C , bl
, 。

= 3
.

4C

L 工‘: (w ¹ )= C扩w g
“

+( : 一 。)心w g
‘

+牛些c 附牙一 、万雳
’
砰卯

“

乙

一 xw g
‘ W罕 一 ( ‘一川毗

’

畔
‘+
宁 界尸窝 (4

.

24 )砰
z一尤

五2, 1 ‘W ¹ ,一 (
‘+
恙)Cx 畔

‘ 一 ZC牙g +专衅衅
‘+
畔畔

“

里卫、
1 一拼/

牙牙邢雳 ( 4
.

15 )

由式 ( 3
.

6 )、 ( 3
.

9 )
、

(4
.

9 )和 (4
.

1。)式及边界条件可求得

u

g = 。, 。

牙= o

。g 一班含(6
2 , 。x ‘+ 6 : , 7 : “+ bZ

, 8 : ‘+ bZ
, 。x Z+ b : , , 。)+ 砰

。

(b l , 6 二“

+ bl
, 7火4 + b , , 。x 么I n x + bl

, 。x Z
+ b l , l。 )

。

雳~ 研若(乙
2 , 1Z x ,

+ 6 :
, , 3二“+ 占

。, , 4x ‘+ 62
, 1。x Z

+ 6 : , , 。) + 附
。(6 1, 1 2、”

+ bl
, , 。义4 + b l , 14 % Z

ln x + b l
, 16尤2+ b , , 1。)

( 4
.

16 )

( 4
.

17 )

其中

b :
, s = 一 4 1

.

0 , b : , 。= 12
.

20 9 6

bz , ?
= 一 1

.

5 46 s 7C , bl
, ;
= o

.

o o 6 25C

b :
, 1‘= 3

.

4 ,

b : p 16 = 一 0
.

8 5 9 6 3

一 0
.

x g o 6 3C , b l , 24 = o
.

3 3 12 5C
呱

b : , 。= 一 14
.

6 6 ,

bZ
, :
二 42

.

9 ,

bZ
, l。== 0

.

5 5 0 37 , b l , 。

= o
.

s 29 g 5C ,

b r , 。= 0
.

6 s 6 39C , bl
, z。= 0

.

o 3o 54C

b :
, 、2= 0

.

7 4 , b Z , 13二 一 2 7 ,

b :
, 一。== 一 0

.

5 5 0 37 , b l , 22 = o
.

o 36 2oC ,

bl
, z。= 0

.

18 49 6C , b l , 26 = 一 o
.

o 3o 5 4C

( 111) k= 2
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“1一 (班 ¹ ) 一那彭砰酬+
粤赤

(畔)
2
+
宁

(畔
‘

)
2 一

专畔畔“
‘

.

“ ,

乙
2‘2‘W ¹ , 一

钾驰牙
’

+ W伽g
“ + (

‘+
六)

‘畔
‘

)
z

- 兰 尝(牙黔
2

1一 拼 兀 - (4
.

19 )

L 工‘2 (班 ¹ ) = o , L Z , 2 (才¹ ) ~ o

由式 ( 3
.

6 )、 ( 3
.

9 )
、

(4
.

9 )和 (4
.

10 )及边界条件可求得
u

g == 。, 。

乌= 。

。

只= 班含(6
: , 1。、 “+ 62

, 1。、, + 乙:
, : 。二 5

+ 6
2 , 2 1、3 + 6 :

, 2 2 x )

。

雳一研若(6
2 , 2 3x “+ 6

2 , : ‘x ,

+ 乙
2 , : 。x s

+ 右
2 , 2 。x 3 + 6 2 , : 7 x )

( 4
.

20 )

( 2
.

2 1)

其中

b Z , 15 = 1
.

35 , b Z
, 1。= 一 4

.

x 33 33 , b Z , 2 。
=

b Z , : 。= 0
.

20 7 0 4 , bZ
, 2 3= 0

.

19 , b Z
, 2、=

b
Z , : 。= 一 0

.

8 47 0 4 , bZ
, 2 7
= 0

.

20 7 0 4

4
.

36 6 6 7 ,

一 0 7 8 33 3 ,

bZ
, : 1= 一 1

.

7 9 0 37

b Z , 26 = 1
.

2 3333

( i v ) 其他的 u r , , u ‘。, 。 r。和。 ‘,

由不¹ 的性质决定了
,

当k = 士 3 ,

士4
,

士5 ,

⋯时

u , 无= u ‘儿= 口, 正= 沙‘无= O

3
.

W 的二次近似解的边值问题

由式 ( 3
.

10 )和 ( 3
.

1 1 )得
万

。(研鼎) = 、, 。+ 五
: , ; ( “¹

, 。 ¹ ,

研 ¹ )

万
* (研恩) = 、‘。+ 五。‘。(。¹

, 。¹ ,

研 ¹ )

令Q = 月
,

由式 (4
.

1 )和 (4
.

2 )得

(4
.

22 )

( 4
.

23 )

0)+一Q (壳二
( 4

.

24 )
0 (左=

一 x o / 2

x Q/ 2

O

一,

士2 ,

士3 ,

⋯ )

( k = 一 1 )

( k = l )

( k = o ,

士2
,

士3
,

⋯

( 4
.

2 5 )

r月‘l、rl.eej
产、

!
�

一一一一介无qq

边界条件

x = 1时
,

x = O时
,

附界= 才票= 不界
’

= 才食
‘

二。

w 界
,

砰丹
,

砰果
’ ,

不果
‘

有限

( 4
.

2 6 a ,

b
, e ,

d )

(4
.

2 7 a ,

b
, e ,

d )

为方便起见
,

将算子L
3 , 。 ,

五
‘。

的具体表达式中各参数的右上角标 ¹ 省略
.

( i ) 左= o

L 3‘。 (u ¹
, ”¹ ,

附 ¹ ) = o

: 。, 。(。¹
, 。¹ ,

、 ¹ ) = 一 12 ( l+ 。) e (
。 : 。 +典井一 e x 、 : 。、+

1:
干(、 ; 。。 ; 。+ 2、了

,。 ; , )
一

。 。 、 一
, 一 , · - ·

⋯
\

一

X
一

/ 仁
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+
专(砰丫

。。一 + 2附‘
1“: :

)一 C x (平‘
。

牙了
。

+ 2班 ; 万了
:
)

+
合I

w ;
。

+ 专附‘
。一 “ + 3。, C 〕

〔‘平‘
。

,
“

+ 2‘W ‘
1
,
“

〕

+ 2

(
班‘

1 +专万‘
1一

笋砰
‘1

)
W “

。

研 :
1 +参(万

,
。

一l

寻
万 ,

。

十l

产
C

)附‘
1 +
芬
〔附 ,

。

一 + 2‘2 一 “’班‘
1

一」

一 2 (卜 2。)
号
、

‘1
附 :

1 + 2

宁
二 :

1
二

‘1

、 : 。一 2

宁
附

‘1

一

+ 专‘平 ‘
。“‘

。

+ ZW ‘
1“
:

1 , 一 2

券研
‘1“

:
1

}
由式(4

.

2 2 )“ (4
.

2 7 )解得

(4
.

2 8 )

= 0

== 班言(d
3 , 1二“+ d

3 , Z x ‘“+ d
3 , 3 x ‘。+ d 3 , ‘x s+ d

: , 。x 6

+ d
: , 。x 4

+ d
: , 。x Z

+ d
。, , 。

)

+ 不丢(d
Z , lx ‘“+ d

: , : x ‘。+ d
Z , : x sln 义 + d

Z , ‘x 日+ d Z , 。戈 6In x + d : , 。大e

+ d
: , : x 4

+ d Z , 。x Z

+ d : , , 。

)+ W
。

(d
, , : x8 + d l , 2 x 6 + d l , : x 4

+ d , , 。x Z

+ d , , 1。

)

+

景
(x + ‘,

“
‘X 一 ‘,

2

(4
.

2 9 )

其中

403,, ,.山21己dd

d
。 , 1 = 一 0

.

0 5 1 10 ,

d
: , 5

= 1 3 0
.

6 9 4 ,

d Z , 1 = 0
.

0 13 6 0 C
,

d
Z , 5

= 一 x9
.

4 13 3C
,

d
Z , 1。= 一 5 0

.

1 2 2 9 C
,

d l , 。
= 2

.

7 4 6 2 5 e
“ ,

d
。一 :

= 一 0
.

7 2 5 2 ,

d
: , 3
二 5

.

7 8 0 4
,

d
3 , 。
二 一 2 9 5

.

2 7 5 ,
d
。 , 。= 3 17

.

9 6 6 ,

d : , : 一 0
.

3 l l l lC
,

d : , 。

~ 3 6
.

8 5 5C
,

d
Z , 。

= 3 2
.

8 2 0 2 C
,

d
Z , :

= 一 5 1
.

9 7 0 7C

d l , l = 一 0
.

0 2 8 4 4 C
3 ,

d z , :

= o
.

2 2 7 5 C
2 ,

d z , 一。= 一 1
.

2 s 7 8 1C
“

d
: , ‘

= 一 3 9
.

6 7 12

d : , 1 0
= 一 12 1

.

7 15

= 一 2 4 6 0 8 6C

= 9 3
.

5 5 7 3 C

= 一 1 6 5 7 5C
2

(11) k = 1

L
: , 1 (。¹

, 。¹
,

砰¹ ) = o

: 卫‘1(“¹
, 。¹ ,

W ¹ )一
12 ( 1+ 。)C (

。 : 1 + “‘1 . 口 , 1 户
, , , ,

、

—
一 月

~

—
一 七 X 厂厂 ‘ 1 1

X X
’

/

+ ‘2

{〔W 了
。·
‘
1+ 班了

1 (·‘
。

一‘2 )」+专「附了
。u ‘, + 班了

1 (。一
u 一 )〕

+
专(W 了

。v一 + 2附了
I v ‘2 ) 一 c X (附‘

。

砰了
1+ 砰‘

1
牙了

。)

+
「W

; 。 +专W ;
。一 ( l+ 3。,C〕牙

‘
。

研 : 1

+
合(W : 1+专不 ; 1 一李W

‘1

)「‘附‘
。

,
z
+ 3‘W ‘1)

“

〕
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+
命(

W :
1

一生
寻吧

1一

命
附

。1

)
附 :

1

[附李
。u : , + 才

‘, u , 。一 (3 一 2拼)研 :
, u , 2

〕一上卫w 1”
{

1一扩
+

+
乒
〔二 ;

。·, 1 + (3 一 。)二 :
1

一 : +

万
二

, 1
二 ;

。

+

场
“牙

f l‘班 :
里)

2
+

声
: 一班

‘1。, 。

+ ‘3 一 2。)研
‘, : , 2

:

+

7
附

‘1。
:

2 一

宁才
‘1。‘2 +
普。砰 :

。。
:

1 + 二 :
1
(
。 ;

。一 。 ; 2
):

一

李砰
‘,
(
“ ,

。一 u ‘: )

由式 (4
.

2 2 )、‘4
.

2 7 )解得

牙乌一。

研异二才言(J
3 , 1 lx , ”+ J

3 , 1 2、 , 3 + J
3 , 1 3 x , ‘+ J

。, 1‘x ,

+ J
3 , , s x , + J

3 , 1。x ‘+ J
3 , 1 7、 5

+ d
: , : , 大 4 + d

。 , , 。戈 3

In x + d
。, : : x 3

+ d
。, : :% )+ 班丢(d

: , , , x , ‘+ d
: , : Z x 。

+ d
Z , l x 7

ln x + d
: , 1 4 x 7

+ d
Z , 1。戈s

ln x + d
: , 16 戈 6

+ d
Z , 1 : x 3 ln 戈 + d

Z , 2 : x 3

+ d
Z , 2

几

x )+ 班
。

(d ] , : lx ,

+ d l , 1 2 x 7

+ d : , 1 大s
ln x + d , , 1‘x s

+ d l , 1 。x ,
In x

+ d : , 2 2 戈 3
+ d z , 2 3允、+

Q

3 8 4

二 (x + l )
2

(x 一 l )
’

(4 3 1 )

其中
d

, 1 !
二 一 0

.

0 0遵8 7 ,

d
。 , :

= 一 。
.

7 7 5 2 ,
,

d
: , 2 5
二 3 3

.

9 9 6。, d
「 , 1

。
二 0

.

4 遴4 7 9
,

d
: z。一。

,

d
: , 2 2

= 5 4
.

7 3 9 5 ,

d
Z , 2 2 = 一 0

.

8 7 6 9 7 C
,

d
Z , 1 :

~ 9 8
.

2 2 C
,

d
Z , le = 4 3

.

14 7 g C
,

d Z , ; ? = o ,

d z , 2 1
二 一 0

.

0 0 3落4 C
2 ,

d l , 1 2
= 0

.

o 2 6 o 7 C
乙 ,

d z , z 。= o
,

d 一, 2 。
二 一 3

.

1 9 7 9 4 C
2 ,

(111) k = 2

L
。‘2

(
u¹ , v ¹ ,

才¹ )一。

d
, 1。” 4

.

5 5 8 j 3 , d
, , ; 二 一 14

.

5 36 9

d
· , : : 二 一 5 5

.

6 0 5 3
,

d : , xs 二 一 4
.

39 0 5 7

d
, : 3 - 一 18

.

42 5 3 , d Z , 1 1= 0
.

1一x o 6C

J Z , 14” 一 c 6
.

o Z o 3C , d Z , 15 = 一 4 3
.

6 8 C

d : , : 2
“ 8 7

.

4 17 5C , d Z , : 3
= 一 6 3

.

7 7 9 3C

d l , 13 = 一 1
.

8 2C 2 ,

d z , 14
二 2

.

0 2 17 4C 2

d l , 2 3= 1
.

15 35 了C Z

L , 一 (。¹ , 。¹ ,

班¹ ,
一

, 2 ( , + 。) C
心
“

2 +
弩

一

偿
’

)+
12

{(附;
。。 ;

2 一不;
1“ ; 1 )

+专(班了
。“

一附 : ,“‘1 ) 一 专(
ZW 了

。。‘2+ 不 ; I v , 1 )

+ c 、砰 : 1班 : 1 一 告「不
; 。 +普W :

。一 ( , + 3。) C〕(W : 1) 2

一

(班 :
1 +
普W : 1 一芬研

‘1

)不 ;
。

W : 1 +
命(W

; 。

一

屠
竺W ; 。+

一

1

了
环 C )W ,

1+
芬(W

: 。

一
。W ‘1“

‘l ,
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一匕些万 :
1。 : 1 一

声(2附“
。。 , 2 + 。不 C

, , , , , ,

二, v f ‘) 一 反 川 “ 伴 ;

+

宁
附 ;

:
附

‘,
才 ; 。+豢万

! 1“‘1 +

宁
牙

‘, 。 : 1 + 李班
‘: 。一

+
专(不“

。。“
2 一 附 ;

:。 :
1
)+笋附

‘1·
;

1

} (4
,

3 2 )

由式 (4
.

2 2 )、 (4
.

2 7 )可解得

牙乌二。

附勇二附言(J
。, 2 4、“ + J

。, : 6 x ‘“+ J
。, 2 。二 , 。+ J

3 , 2 7 、‘+ J
3 , : 。x , + J

。, 2 。二 6

+ d
。, 3 。戈 4

In x + d
3 , 3 。% 4

+ d
: , 3 , % 3 + d

3 , 3‘x Z

)+ 牙吞(d
Z , 2 ‘戈 , 2

+ d : , 2 。x ‘。

+ d : , 2。x sln x + d Z , : : x s

+ d Z , 2 。x 日

In x + d Z , : 。x 6

+ d Z , 。。x 4
ln x + d

Z , 3 3戈4

+ d Z , 3 1 x 3 + d : , 3 4 x 2

) (4
.

3 3 )

式中

d
3 , 2‘二 0

.

0 5 9 15 ,
d

3 , 2 5

= 1
.

7 2 6 7 5 ,
d s , 2 6 = 一 4

.

3 9 2 17 ,

d
3 一: 。= 一 2

.

0 4 4 0 7 ,

d
3 , : 。= 一 6

.

5 0 0 7 7 ,
d

3 , 3 0二 o ,

d
。一 3 3 = 2 4

.

5 1 6 5 ,
d

3 , 3‘

二 23
.

2 7 9 6 ,
d : 一 : 4 = 一 o

.

o o 9 5 3C
,

d Z , 2 。~ 一 2 9
,

1ZC
,

d
Z , : , = 15

.

6 3 2 7C
,

d : , : :

= 1 6
.

3 sC
,

d : , 3。

, o ,
d

: , 3 2= 一 1
.

2 9 7 3o C
,

d Z , 3 3

= 一 15
.

0 5 s 4 C
,

(iv ) k” 3

L
3 , 3

(
。¹ , 刀¹ ,

牙¹ ) = o

d 3 , 2 : = 4
.

49 0 0 0

d 3, 3 1= 一 3 1
.

15 55

d : , 2。= 一 0
.

o z44 lC

d : , : 。二 一 16
.

8 5 7 gC

d : , 。; = 14
.

6 0 48C

L 忍。3

‘
·¹ , 。¹

,

附¹ , 一 ‘2

{万 ;
1· : 2+ 专牙 ;

!· ,

广 瞥、 :
, ·‘2 一

抓研了
1+
专牙‘

一

李研
! 1

)(才 : 1 )
2+
命(W ;

1一

景
竺班 ; 1 一

分
不

‘1

)不 : 1

洲
1一 2拼 TI/

, _ .

~

甲 —
犷犷 ‘ l“ r Z 一

X 一 ’

1一拜~

—
犷犷

2 一

宁
W ; 1一 +

宁
牙

‘1
‘研 ;

衬子擎才
‘1。一 +
宁

附
‘1。 :

2
+
守

不
‘1。‘2 +普二 ; 1· :

一

李班
‘1“李

2

} (4
.

34 )

由式 (4
.

22 )“ (4
.

2 7 )可解得

才乌

牙粤= 班合(d
。, : 6% ‘5+ d : , 37 x ‘“+ d 3, 38% “ + d : , 。。x g + d : , 4 。戈 7

+ d 。, . , x 6

+ d : , 4 。x s ln x + d : , 4 , x s
+ d : , 44 x 4

+ d : , 、。x 3 ) (4
.

35 )

式中

d 3 , 3。
= 0

.

0 0 329 ,

d 3 , ‘o
= 一 2

.

x4 1 11 ,

d 3 , ‘一= 0
.

46 7 7 8 ,

(v ) 掩= 士4 ,

士5 ,

士6 ,

d 3 , 3 : ~ 0
.

39 5 9 5 ,

d 3 , 35
二 一 1

.

20 0 52 , d 3 , 3。
= 一 5 39 35

d 3 , ‘ 1= 一 0
.

345 45 , d s , ‘: = o , d 3 , 、3
二 0

.

7 5 5 5 7

d : , 、。

= 一 0
.

47 18连



扁薄球壳非对称大变形问题 6 81

因

L
。, 。

(
。¹ , v ¹ ,

砰 ¹ ) = o , L ‘、( u ¹
, 。 ¹

,

研 ¹ ) = o

q , 希= 0 , q f专== 0

故有

班界二班异= 。 (k = 土 4 ,

士5 ,

士 6
,

⋯ )

将式 (4
.

2 9 )
、

(4
.

3 1 )
、

( 4
.

33 )和 (4
.

35 ) 代入式 ( 3
.

3 )
,

注意至,J 不 , 。- 一研
‘一 * ,

牙
r 七=

不
, 一。 (k二 o ,

士 1 ,

士2 ,

⋯ )
,

经整理可得W 的二次近似解析解
班º (、

,

夕) = 研勇一 2研异
5 i n o+ 2研勇

C o s Zo一 : 班9 s i n 3夕 ( 4
.

36 )

4
.

特征曲线

取材料的泊松比拼~ 0
.

3,

设给定点 ( x
。, O。)的挠度为执

,

由式 (4
.

8 )知

班
。

~ g 。/ [ 6 ( x
。

+ 1)
2

( x
。一 1)“ ( l 一 ( x

。/ 3 ) s i n o。)〕 (4
.

37 )

将式 (4
.

3 7 )代入式 (4
.

36 )并令班@ ( x
。 , 0 。 )二 夕

。,

整理可得

。一[
。。一 附勇(

二。)+ 2、卿(
x 。 )。‘n “

。

+
吕
( 、

。

+ 1 )
2

(X
。一 1)

2

(
l

一

警
“‘n “

。

)
一 2附只‘

X 。

, C O S Z“
。+ 2班图‘

X 。

)“‘n 3“
。

〕/「矗(
x 。

+ , ,
“

‘/
。一 ‘,

2

(
‘一

智
。‘n “

。

)」 (4
.

38 )

由式 (4
.

29 )
、

( 4
.

3 1)和 (4
.

36 、可看出
,

式 (4
.

38 )右端中不含Q项
.

当 x 。 , 0。一经确定
,

Q只是y 。与C 的函数
.

由式 (4
.

24 )和 ( 4
.

25 )可知

Q = A = ? jR S/ D h

当C值给定时
,

利用式 ( 4
.

35) 可得载荷与点 ( x
。, 0。) 的挠度关系的特征曲线

.

x 。= (斌石 一 6 ) / 5
, 0 。二 一 二 / 2时的特征曲线如图 2 所示

,

这里点 ( x
。 ,

0。 )对应于一次 近

似结果 (即线性结果 ) 中挠度最大的点
.

今
切和
les60T
.

|时|
.

80f
.

!

⋯
1200 0

令

80 0 0

4 00 0

0 0 2 0 0 3
.

0 0

注
:

图中曲线族自下而上依次为C = 0 ,

1
,

2 , 3 , 4 , 5
,

6 , 7
,

8 , 9
.

圈2 价祷镜度特征曲线图

图 3 剖面挠度曲线图
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5
.

二次近似结果的变形图

将式 (4
.

3 7 )代入式 (4
.

2 9 )
、

(4
.

3 2 )
、

(4
.

3 3 )和 (4
.

3 5 )中
,

可知式 (4
.

3 8 )右端 , 。

的最高次

幂为三次
.

若给定 x 。 ,

白
。

且口已知
,

可利用牛 照切线法等数值解法求出 , 。 ,

但运算较为复杂
.

为了方便说明问题
,

我们给定点 (x
。 ,

0
。、及其 夕。 值

,

将式 (4
.

38 )和 (4
.

3 7 )代入式 (4
.

36 )
,

可

得到各点的挠度值W º (
、

x ,

0) (0 簇 x 《 ,
, 。簇乡簇 2司

.

为了清楚地看明结构内各点的变 形 情

况
,

我们取出0一 。
,
二 / 落, 二 / 2三个剖面

,

并绘出相应的挠度曲线图
,

如图 3所示
.

五
、

结 论

1
.

本文给出了扁球壳的二次近似解析解
.

通过式 (4
.

7 )及图 2 可以看出
,

一 次 近 似 解

析解 , 。
一

与载荷呈线性关系
,

而二次近似解的夕
。

与Q的关系为非线性的
.

从图 2 可 知
,

由 非 线

性分析所得的结构的承载能力高于线性的
.

随着变形的增大
,

这种差距更明显
.

非线性分析

较接近真实情况
,

故在结构有较大变形时应采用非线性分析方法
.

在对有扁球壳部件的压力

容器进行承载能力的评估或优化设计时
,

用二次近似解析解进行计算分析
,

有很重要的实用

价值
.

2
.

在运算中我们发现
,

非轴对称非线性问题的最大挠度点随载荷大小的变化而 变 化
,

当变形较大时
,

该现象较明显
,

这与轴对称问题有较大差异
〔‘〕.

3
.

在绘制图 连时我们注意到
,

摄动参数点选取的是否合适将直接影响到分析结果 的 好

坏
.

摄动参数点的位置可根据整个变形图的情况加以确定与修正
,

一般在不理想区域附近选

摄 动点较为适宜
.

4
,

由图 2 可看出
,

初挠度较大时
,

扁球壳的承载能力较高
.

5
.

本文所采用的计算方法具有较普遍的适 用性
,

可用于其他类型的浅薄壳非轴对 称 非

线性问题
.

其结果可为有关工程的优化设计提供理论依据
.
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.

W ith t h is P a Pe r ’ 5 m e t h o d
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.

T h r o u g h th e e x a m p le s ,
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o f a P la n e a n d s h a llo w sP he r ie a l s h e lls w ith d iffe r e n t in it ia l d e fle e t io n s
.

K e y w o r ds la r g e d e fo r m a t io n , n o n 一 : y m m e t r ie a l
,

it e r a t io n m e th o d
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