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不可压缩橡胶类材料裂纹尖端应力应变场
’

王振清
‘
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‘

�钱伟长推荐
,

� ��  年�月 � 日收到�

摘 要

本文对平面应变情况下不可压缩橡胶类材料裂纹尖端弹性场进行了有限变形分析
�

裂 纹尖端

场被分为收缩区和扩张区
�

借助于新的应变能函数和变形模式
,

推出了尖端场各区的渐近 方程
,

得到了尖端场的完整描述
�

本文对奇异性作了讨论
,

得到了不可压缩橡胶类材料 裂 纹尖端应力及

应变分布曲线
,

揭示了裂纹尖端应力应变场的特性
�

关� 词 橡胶类材料 有限变形 裂纹

一
、

引 言

早期对裂纹问题的研究
,

是在线弹性理论范围内进行的
,

即假定应变为无限小
�

但是
,

这样得到的结果
,

应变在裂尖处具有奇异性
�

尽管奇异性包含有大变形区域
,

但对于一般的工

程材料
,

人们仅仅考虑小变形区域
�

而对于能够承受大变形的橡胶类材料必须用非线性理论

来分析奇异场的应力应变特性
�

� � � � �� �和 �切 � � � � � � 〔
’,
” 对平面应变情况下的裂尖场给

出了系统的分析
�

但他们的本构方程中有三个弹性常数
,

使渐近解变得十分复杂
�

同时
,

由

于裂尖场没有分为收缩区和扩张区
,

因此必须引入高阶渐近
�

� � �� “�
引入三个独立 的 不 变

量
,

然后给出了一个应变能函数

� � �
��

” 一 �” �� � �� 一 ��
仍�

一 ‘
��

�

��

从方程��
�

��
,

我们能够知道
,

应力被分成了静水应力部分和偏应力部分
,

因此它具 有明 显

的物理意义
�

借助于这个本构理论
,

采用合理的分区思想
,

高玉臣等
〔� 一 � ’研究了 一 系 列 问

题
,

取得了许多成果
�

最近
,

� � ��
“ �

又提出了一种新 的应变能函数

� � � ���贾一 �
”

�� ��二
, 一 � ” �� ��

�

� �

其中
, 。 , �

为材料常数
,

�� 为第一不变量
,

�
一 �
为

�
一 , � �

一 � �� ��
�

��

式中的 �
一 �
为� � � � � �应变张量�的逆变张量

,

� 为单位张量
�

本文将采用这一本构关系解决不

可压缩橡胶类材料受拉伸作用时的有限变形问题
�

户 ‘� � � � �叫�‘

一
�‘� � � �‘碑�“巨 ,

一
� � � 一

�

� 已� 一一 一
� ‘� �

‘ �

一一 一
屯�

�

黑龙江省自然科学基金资助项目
� 哈尔滨工程大学
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二
、

基 本 理 论

考虑一个三维弹性体
,

在变形前和变形后一般物质点的位置 向量用� 和 � 表示
,

设物质

坐标为妙 ��二 � , � , � �
,

则两种局部标架为

� , 二口�� � , ”口, � ��
�

��

其中 口, � 口闷妙
�

定义变形梯度为

� � ��� � � ��
�

��

户为�
, 的逆变基

, � 为并矢符号
,

今后将省略不写
,

求和约定适用于本文
�

� �� � � 和 � � � � � �应变张量及其逆应变张量为

� � � �
·

� � �� ,
·

�, �� � � �
, �� �

·

� � � �� �
·

� � ��� �� ��
�

��
� � �� ��

一 ‘

�全
·

� 一 ‘� ���
·

�� �� � � �
, �一 ��� �

一 ‘
·

��
一 ‘�, � �� ,

·

� , ����� ��
�

� �

式中上标
“ � ”

表示转置
,

上标
“ 一 � ”表示逆

�

用 �表示二阶单位张量
,

则可引入如下不变量

� , � � �� 二 � ��
, � �� � 么�� � �� �� , � � � �

� �� �  � �� ��
�

� �
� 一 �� � 一 , , � � � 一 � , � ��

�

� �

体应变 �为

“一
含‘
� , 一 ��

�� �� �� � , ��
�

��

由 ��
�

� �式
,

我们能够求得 � �� � � � � ��应力和� � � � � �应力为

器
一 �、〔‘�一“一‘竺�‘”

一 “

〕

一

年
� �

�

户 � �� � �一气介
一 , � 一迎护�

� , 〕

��
�

� �

� �� � ��
�

� �

考虑无体力作用下的弹性体的平衡
,

则平衡方程可写为

式中

甘
·

�二 �

下� � �口�
��

�

���

三
、

扩 张 区

本文考虑平面应变情况下半无限体 �型裂纹
,

对于二维问题
,

选择第三个坐标轴� 垂直

于所考虑的平面
�

取��
,
日�为 � � � �� � � � 坐

标
,

原点位于变形前的 裂 纹 尖 端
�

�,
,

�� 为

� ��  ! 坐标
,

原点位于变形后的裂纹尖端
�

显

然
,

��
, ��是��

,

� �的函数
�

由于裂纹尖端附近变形很大
,

因此我们假

定裂纹尖端场是由三个区域组成的
�

这三个区

域是一个扩张区 �称之为� 区 �
,

两个收缩区

�称之为 � 区 �
�

假定变形前位于裂纹前方很狭

窄的区域
,

变形后变得十分宽广
,

几乎充满整个

如图 �所示
�

����� ��� � ���� ���

图 � 受力摸型

空 间
,

这就是扩张区 , 而位于扩张区两侧的区域
,

变形前极其宽广
,

几乎充满整个区域
,

变形
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后却变得十分狭窄
,

这就是收缩区
�

由于上下对称
,

我们仅仅考虑其上半部分
�

对于扩张区
,

设变形模式为
� �� � ‘� �� �亡�

�� 粤一 。 �幻
乙 � 互� �  

一 “

��
,

刀� � � ��
�

��

式中
,

刀
, a

为材料常数
,

o
(
日( 氏

,
日
。

为一非常小的正数
.

由(2
.
1) 式可得扩张区的局部基矢量为

p,
= R 声{〔(1+ 刀)p 一 a乙p

‘

〕e
,

+
a 亡p。

‘
e ,

}

P
。
= R 夕

一 “ + ‘

(
p

,
e

, 一 P 。尹
e ,

)
}

(
3

.
2

)

式 中

可得

式中

因为

e ,

= 口
,

P

将(3
.
2)代入(2

.
3)式

,

r e e
= 丙P (3

.
3 )

略去高阶量
,

并注意

P :
·

P

: ” 1
,

P
:

·

P

.

=
P

e
·

P

a

=
o

,

P
e

·

P

e

=
R

Z

(

3

.

4
)

d
=

R

Z
( 夕

一 0
)
[
p
‘“
e

,
e

,

+
p

Z。 ‘“e o e 。一 p p ‘。‘

(
e

,
e e

+
e e e

,

) ]

1
1

= d
:

G = R
Z

( 夕一 “
)“
(亡)

k= R 4尹
一 ’a

〔。(亡)]
“

}

(
3

.

5
)

u

(亡)= p
‘2

+
p
Z 。‘2 , 。

(亡)= 一 ( 1 + 刀)p
Z。 ‘

对于不可压缩材料
,

体应变k三 l
,

即
a = 2刀

, 。么
= z

同理可求得

d
_:== R 一 “声

[户
/“。‘“

e
,

e
r

+
户产“e o e 。+ 户p 尹。 产

(
e

,
e 。

+
e ee ,

) 〕

I_l二d
_;:G = 1 1二R

一 2声“
(雪)

将上述各式代入(2
.
9)式

,

可得本构方程为

L3
.
6)

(3
.
7)

}
(3
.
8)

T= 2”e u 卜‘
R

一 “夕“
[ (

p
, 2 一 户2。‘“

)
t
e

,
e

, 一 e ee 。
)
一 Z p p ‘。 ‘

(
e

,
e 。
+

e ee ,

) ] (
3

.

9
)

R

一
夕

~
丁万一下 万下丁二二口及

又l十P )尸

(
3
.
2 0
)

令
“。一R

一
, 〔一 p

,
口· + R 一 ( l + , )。“;〕

将(3
.
0) 式代入 (2

.
10) 式

,

经过极其复杂的推导可得

(3
.
11)

、1.
1、
z
es

/

� ...J

3 一 4 月

(
l + 刀)八

·

2 刀
, u 一 2

2加“ _ , 。 _ ,

一 7 二一二 , , 万汉一不获产一下二
( 尸

, “

一 尸
“

口
r“
卜卜 1

又l十户)尸
“

。
了“

△

�

l

�一
!

..‘P
, 。 ,

P

p
ll

=
p 。

, 2

式中

A二 Zp
, 二

(
1 一 2 ”之) 一 2 (2”一 1 )p

之。 ‘2

(
3
.
1 2

)

由该问题的对称性可知
,

在日= 。上的点只有
r方向的位移

,

而无0方向的位移
.
根据 (3

.
1)

式
,
我们有边界条件 (当雪= 0)
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P ,

(
o

) =
o

, 。 ( o ) =
二
/ 2

由问题本身我们知道
,

在亡、 co 即日 , 二
/ 2 时有

。( co ) = o

若Pl (幻和 。 1(幻是基本方程的一组解
,

则由(3
.
11)

、

( 3

.

1 2
) 式可 知

户: (亡)= a告, ,
(
。‘)

, 。 :(‘)一。
,

(
a ‘)

(3
.
14 )

(3
.
15)

也是方程的解
.
因此

,

我们可以把
a
作为自由参数

,

在知道典型解p
;
(幻

, 。 ,
(动 后

,

通过变

换(3
.
15)式

,

可以得到方程的其它解
. a 的大小反映了场的强弱

.
我们取

a = 1对应的解为典

型解
,

即p
:
(0) = 1

,

来进行数值计算
.
因此可得另一边界条件

p (o)= l (3
.
16)

通过调节。
‘

( 0) 来满足方程(3
.
11)

,

得到不同材料常数时的p
,

0 的变化曲线
.

四
、

收 缩 区

设O
。

为一非常小的正常数
,

对于N 中的任一角度日满足 日
。

< O
(
二 ,

设变形模式为

r== R ‘一 ‘, ( 。)
,

e = 要一尸护劝(。)
, : 二z

‘

(
4

.

1
)

式中材料常数d
,

?
>

0
.

可求得局部基矢量为

p’一“
一‘切 [ (‘一 d )

’

一 , R , 叻, ’
] 下

P。~ R
, 一 ‘

[
切尹

e
, 一 R y切功

/ee〕
(4
.
2 )

同扩张区的推导一样
,

我们可以求得C au ch y应 变d
,

不变量I
, ,

体应变k为

d二R
一 Z d可

,
1

1二R
一 Z d月

,
掩= R

Zv 一 4 d
·

B

Z

(
R 《 一) ( 4

.
3 )

式中

可= A e
,

e
,

+ R
么,

D
e e e 。一 R

y
C (
e ,

e ,
+

e o e ,

)
(

4

.

4
)

、

!

少

.r.夕A = ( l 一 d )
“切2+ 切

‘“

B =
切【下切

尹

劝一 ( 1 一占)切叻
/
」

C 二甲【(1一 占), 切功+ 切
,

沪
产

〕

D = 切z(讨扩+ 功
‘2

)

(
4

.

5
)

对于不可压缩材料
,
寿二 1

,

即

, = 2占
,

B =
切 [ , 切

‘

沪一 ( l 一 乙)切劝
‘

〕一 1

同理我们可求得

d
一 ,

= R
ZJ西

一
1 ,

I

一 ,二R
Z占一 Z y

A == I
,

( R 《 一)

式中

可
一 1

= D
e

,
e

,

+ R

一 ,
C (

e ,
e 。

+
e o e ,

) + A R

一 2 ’
e 。e 。

代入本构方程(2
.
9)

T= ZneA
招 一 ’

R

一 Z J (
” 一’)

[ R
一 Z J可一 R Z占可

_l〕

同样由(4
.
1) 式可求得

(4
.
6)

(4
.
7)

(4
.
8)

(4
.
9)

、..
刃吸
,.

l

.J
6

,
= 切R d [ 一沪

‘
口: + v劝R

一’口。〕

告
“。一R J一〔一。 ,“· + (

1 一“)R
一 ’。口。〕 (4

.
10 )
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从上式可见
,

当R ”。时
,
口。/r 与R

一

切
,

具有相同的奇异性
,

记作

告
“一R

一 , “一“
一 2 ‘”

·

(
4

.

1 1
)

比较平衡方程 (2
.
10) 中的两个式子

,

可知
r夕口、R , 丁 , 口、R

Z, r 护 ,

对于受拉情况下的裂纹问题
,

d 和d
一
1

中的ee e
。
项必须是相互协调的

.
再由(4

.

在 (4
.
1) 这样变形模式情况下

,
d

一
1 不起作用

,

即我们只能取

d_1= 0

二 T = 2 。e A 卜 ’
R

一“‘”
[ A

e
,

e
, 一 R

Z‘
C (

e ,
e 。
+

e ee ,

) + R
4 ‘
D
e ee 。〕

当R 、o时
,
俨

,

》: 口口
,

因此平衡方程 (2
.
10) 的第一式简化为

(4
.
22)

12)式可知
,

(
4

.

1 3
)

(
4

.

1 4
)

。
, : 二 + 生o

or·。
+ 生

:二 = o
( 4
.
1 5 )

将(4
.
14)式代入 (4

.
15 )式

,

经过非常繁杂的推导后
,

可得最后方程为
。 、 。 _

F

.

2
(

n 一 l )
, 。

1

. _ 。 ,

L
中

“

十( l一 O )
“

华」! l十一一一一刃了一一甲
‘ “

l十ZO t l一n 八 l 一刃切一0L .
了」 J

(
4

.

1 6
)

由于裂纹表面为自由表面 (日= 司
,

不受外力作用
,

故应有应力边界条件
二e e

(
二
) == R

R 口
(
二
) =

0

由 (2
.
3 )

、

(

2

.

9

) 可得

pe= O
,
日二 兀

从(4
.
2)式可知

,

下式可渐近地满足 (4
.
15) 式

甲 ,

(
二
) ~

o

在日” o处
,

由收缩区在日、。时的方程与扩张区在雪* co 时的方程相一致
,

界条件为

切 (o ) ~ o

( 4
.
1 7 )

(4
.
15 )

(4
.
1 9 )

即可得另一边

(4
.
20)

五
、

数值分析与计算

对于收缩区
,

最后控制方程为 (4
.
16)式

,

边界条件为(4
.
19)

、

(
4

.

2
0) 式

,

我们可以进行

数值计算
.
计算结果表明

,

对不同的
” 值

,

有唯一确定的d值
,

且d = 1/Zn
.
在计算中我们发

现
,

无论扩(0) 取什么值
,

都不影响训(动一 o
,

只是切的值不同而巳
,

因此计算中为了方便
,

我们取训(0) ~ 1
.
图 2给出了

n~ 2时
, 甲 ,

训、日

的关系曲线
.

由变形模式
,

我们 知 道 当乙, co 时
,

0 ,

二
/
2
.
因此

,

收缩区在变形后几乎 变成一条 直

线
,

而扩张区在变形后则几乎充满整个空 间
.

所以
,

我们只需计算扩张区的应力
、

应变
,

实际

上就是整个尖端场的应力
、

应变
,

只是应力
、

应变当0 , 二
/ 2时不适用

.

将扩张区的应力(4
.
11) 写成坐标

r,
0 的函

数
:‘, =

r 一 ‘, ‘,
( 口) (5

.
飞)

中
,

中 ,

L
n

习

岁

300 900 1弓0

困2 中
,

训、日关系曲线
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可求得

t= 2口
n/(1+ 刀)

即

T ‘J ( 8 ) = p ‘: ‘,
(亡)

同理我们可得
。‘,

( 0 ) = p 久d
‘,

(雪)

式中

元二2刀/(l+ 刀)

这样
,

对于互从。, co
,

我们就可以计算出与0对应的应力 T
‘了
( 0)

,

了n= 2时的应力T
‘了
( 0)

,

应变d 仃 (0) 与0变化的关系曲线
.

(5
.
2)

(5
.
3)

(5
.
4)

应变d
‘,

( 0 )
.

(
5

.
5

)

图3给出

,

5

}

}

(
b

)

巴讨

45

‘

a)

5

圈3 T “ ,

少 ’、e的关系曲线

六
、

结 论

1. 本文采用的新的一类橡胶材料的本构模型 ,

尽管本构关系中只包含 两 项
,

但却能充

分反映材料的特性
,

因而得到合理的解答
.
而且

,

在研究奇异 性 场方面具有很大的优越性
.

2
.
对于不可压缩类橡胶材料

,

裂纹尖端场是由两个收缩区和一个扩张区组成
.
变形前几

乎充满整个空间的收缩区
,

变形后却变得极为狭窄
,

几乎变成为一条线 , 而变形前很狭窄的

扩张区
,

变形后却变得十分宽大
,

几乎占满整个裂尖场周围
.

3
.
裂纹尖端各区具有相同的奇异性

:一 ‘,

其中

t= 2刀
n/(l+ 刀)

在裂纹表面 (0 = 动时
,

d 一1/2n
,
己仅仅是材料常数

。的函数
.
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