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摘 要

本文给出了n( n》3) 维欧氏空间E
。

上非奇异线性变换 F依赖于任意给定 的 P(1 《P( ”一 2) 个

正交方向的分解
,

进而证明了F依赖于上述P个正交方向的q (q = n 一P )个准主向的存在
.

作为上

述结果的应用
,

我们推导出了处于均匀变形的物体中任意平面内至少存在两个互相正交的应变主

方向
,

以及该物体内应变能密度在上述线性变换的任意一个准主基下可表为5个实数的函数
.

关健词 非奇异 线性变换 准主向 分解

一
、

引 言

一个实
n 维欧氏空间E

,

上的线性变换 (二阶张量或简称张量 ) F
,

可有多种分解形式
.

例

如
: 加法分解

、

乘法分解 (即极分解 ) 等
.

本文给出了F 依赖于事先任意给定的 P个正交方

向的分解
,

进而证明了F 依赖于这P个正交方向的q (q =
。 一 P) 个准主向的存在性及其求解途

径
.

当P二 1且不计F 的整体性刚性转动效应时 (例如
: 后面将指出

,

应变能密度牙 作为变形

梯度F 的函数时便是如此 )
,
F 恰好对应 于 2。 一 1个实数

.

本文给出的分解
,

对研究物体的变

形等将会带来方便
.

作为应用的一个简例
,

我们指出
:

处于均匀变形的物体中任意一个平面

内
,

至少存在两个互相正交的应 变主方向
,

并且应变能密度W 在变形梯度F 的准主基 {q l ,

q : , q 。

}下
,

可以表示为 5个实数的 函数
.

二
、

记 号 和 定 义

为了方便
,

本文采用文 [l 、 2 〕中的部分记法
.

设E
。

为实的
。维欧氏空 间 (

, > 3 )
,

一个物

体b在实三维欧氏空间E
3

中所估 的区域为犷
.

E
。

上的线性变换用英文大写字母A
,
B

,

⋯
,

R
,

T
,
U 等表示

,
E

。

中的向量用粗体小写英文字母 a ,

b等表示
.

如所周 知
,

两个向量 a ,

b 的

并积 (本文用a b表示 )是二阶张量
.

在给定的笛卡儿正交右手坐标系 {自
, e , ,

⋯
, e ,

} 之下
,

我们写

A = A ‘, e ‘e 力 a = a ‘e ‘,
A T = A ‘。T , , e ‘e ,

A a == A ‘, a , e ‘, a b = a ‘b , e ‘e , ,
A (a b )= (A a )b = A , , a * b , e ‘e 。
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a
·

b = a ‘b
‘,

(a b )(c d )= (b
·

e )(a d )

(a b )e 二 a (b
·

c )
,
AB a 一 A (B a )二A

‘jB J 。a 。e ‘

这里
,

重复的英文下标f
,

j
,
k等表示从 1到 ,

求和
.

任给E
。

中的P (1《 P(
” 一 2 ,

组 )
,

我们来研究F 依赖于g
, ,

关于F依赖于方向的分解

3 ( n) 个互相正交的单位向量9
1 ,

系
,

⋯
,

g , (即标准正交

9
2 ,

⋯
,

g , 的分解
.

为此
,

引进下面的概念
:

如果 ” 1 ,
。2’

⋯
,
”斌 m > 2 )为E

,

中标准正交组
,

则 F ” 1 ,
尸牡

: ,

⋯
,

F ” . 是E
。

中的正交组
,

这时
,

我们

称”
1 ,
”2 ,

⋯
,
” 。为F 的准主向

.

显然
,

当m = 。
时

,

上面F 的准主向即为F 的主向
.

含有 F

的准主向的标准正交基
,

称为F 的准主基
.

关于 凡依赖于方向的分解
,

我们有下面的定理
:

定理1 对于E
。

上非奇异线性变换F 而言
,

任给E
,

中 P( 1《P《 n 一 2 , 3 ( 川 个互相正交

的单位向量g
, ,

9 2 ,

⋯
,

g , 必有E
。

中的向量bl
,

b
Z ,
⋯

,

玩
,

正交线性变换 R 和唯一的一组正

数几
, 十 1 ,

几, + 2 ,

⋯
,
之

,

及F 的准主向g
, 十 1 ,

g , 十 2 ,

⋯
,

g
,

使 {9 1 ,

g
: ,

⋯
,

g , ,

g , 十 1 ,

g , + : ,

⋯
,

g
,

}为F的准主基
,

且有分解式

F 二 R (b
, g : + b

:

g : + ⋯ + b , g , + 义
, 十 19 , 十 19 , + , + 几, + : g , + : g , + 2

+ ⋯ + 凡
:

9
0

9
,

) (3
.

1)

当P = 1时
,

恰有一个正常正交线性变换 (即其行列式为 l) 和一个非正常正交线性变 换 (即

其行列式为 一 l) 满足 (3
.

1 )
.

证明 令

A = F (I 一 9
19 、一 9 2 9 : 一

·

一 g , g ,
) (3

.

2 )

式中I为 E
。

上的恒等线性变换
,

则有正交线性变换R 和唯一的非负 (半正定和对称 ) 线性变

换U 一, ‘’,

使

A = R U ,

对于 a = l , 2 ,

⋯
,
P

,

我们有

U 一g
。

= [R , F (I 一 g
, 9 1一 g

:

g : 一
·

一 g , g ,
)〕g

a

= o

故存在U
, 的主基{9

1 ,

g : ,

⋯
,

g 一
,

g , + 工,

g
, + : ,

⋯
,

g
。

}为E
。

中的标准正交基
,

且有

U 一g , = 几‘g ‘ (‘, x , 2 ,

⋯
, n ; 对‘不求和 )

式中

几
a

” o (a = 1 , 2 ,

⋯
,
P ) (

几, > o (刀= P+ l ,
P+ 2

,

⋯
, n

) (

于是

F ”F (g
: 9 1 + 9 2 9

2

+ ⋯ + g , g ,
)+ A

= R {R T F (g
, g , + 9 2 9

:

+ ⋯ + g
,

g
,

)+ U
,

}

= R (b
, 9 1 + b

:

g : + ⋯ + b
,

g , + 几, * , g
, 、 19

, 十 l + 久
, + 2

9
, 、 :

g
, 、 :

+ ⋯ + 凡
,

g
,

g
,

)

式中

b
。

二 R r F g
。

(a = 1 , 2 ,
⋯

,
P )

易见

(F g 夕)
·

(F g
,
)= 〔R (几, g p ) ]

·

[R (几
r g ,

)〕

(3
.

3 )

、.,了、.于/ 、.声J、

,
矛

45ab。。八匕八匕
八Jno

:
产
f、
、厂

‘
、OOJJ

(3
.

7 )

(3
.

8 )
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一几, 凡舀
, , ,

(刀
, 丫= P + l ,

P+ 2
,

⋯
, n 、 (3

.

9 )

即 {g , ,

g
: ,

⋯
,

g , ,

g
, , ,

g , + 2 ,

⋯
,

g
,

}为F 的准主基
.

下面
,

首先证明
,

在分解式 (3
.

7 )中
,

数组 笼与
,

刀~ P + 1 ,
P + 2 ,

⋯
,

时 的唯一性
.

为

此
,

设有一组数 {几二
,

刀二户+ 1 ,

夕+ 2 , ,

⋯
, 。}和E

。

中一个标准正交基{g
, ,

9 2 ,
⋯

,

g , ,

g 二
十 , ,

g 二
、 : ,

⋯
,

g 二}以及正交线性变换R, 满足

F = R
,

(b ; g , + b ; 9 2 + ⋯ + b 二g
,

+ 凡二
、 , g 二

+ , g 二
十 ,

+ 几二
* :

g 二
、 2 9二

、 :

+ ⋯ + 几宾g 二g 二) (3
.

10 )

则易见

b 二= (R
‘

) , F g
。

(a 一 l , 2
,

⋯
,

P ) (3
.

1 1 )

从而

R
‘
(几二

* 19 二
、 , g 二

卜 , + 几二
* 2

9 二
、 : g 二

、 :

+ ⋯ + 又二g 二g 石)

= F (I 一 g ; g , 一 9
2

9
: 一

·

一 g , g ,
)

= A ~ R U , [见(3
.

2 )
,

(3
.

3 )〕 (3
.

12 )

根据文 〔1〕
,

在A 的极分解中
,

关于U , 的唯一性
,

易见
,

林咨
,

刀~ P+ 1 ,
P + 2 ,

⋯
,

n} 必为

U
,

的一组非零特征值
,

即为数组笼孙
,

刀” P + 1 ,
P+ 2 ,

⋯
,

n}
.

用证明(3
.

9 )的类似途径
,

可

知
,

标准正交基 {9 1 ,

g
: ,

⋯
,

g , ,

g 二
十 , ,

以
十 : ,

⋯
,

g 二} 必为F 的准主基
,

这就说明了在分解

式 (3
.

7 )中
,

数组王标
,

刀= P + l ,
P+ 2 ,

⋯
,

n} 的唯一性
.

其次
,

我们来证明
,

如果 P一 1 ,

在满足分解式 (3
.

7 )的R 中
,

恰有两个
,

其一是正 常 正

交线性变换
,

其二是非正常正交线性变换
.

事实上
,

如果有正交线性变换R 满足

刀 = F (I 一 g , g : )= R U
,

(3
.

23 )

则必有

A = QU I
(3

.

14 )

式 中

Q == R (I 一 2 9 , 9 1 ) (3
.

1 5 )

且 R
,

Q 中有一个是正常正交线性变换
,

另一个是非正常正交线性变换
.

这说明 至少存在一

个正常正交线性变换和一个非正常正交线性变换满足A 的极分解式
.

现在证 明
,

恰有一个正

常正交线性变换和一个非正常正交线性变换满足A的极分解式
.

为此
,

设有满足条件

d e tQ> o ,
d e ts > o (3

,

一6 )

的正交线性变换Q
,
S 使

A = QU I = S U ,
(3

.

17 )

此时
,

在处3
.

7 )
,

(3
.

8 飞中 (P = 1 )
,

分别令 R = Q
,
R = S 均成立

,

再记

7 = S T Q (3
.

15 )

则有

了U l = S r QU I~ S r A 一U l
(3

.

19 )

(T U , )g , = U 19 , = 几, g , (刀= 2 , 3 ,

⋯
, 。) (3

.

2 0 )

(T U
,
)g , = T (U

, g 声)== 几, 了
’

g , (刀= 2 , 3
,

⋯
, 。
) (3

.

2 1 )

由于几, > o (刀== 2 , 3 ⋯
, n
)故(3

.

2 0 )
,

(3
.

2 1 )给出

T g 声= g , (刀= 2 , 3 ,
⋯

, 。
) (3

.

2 2 )

但因正交线性变换T 变标准正交基为标准正交基
,

故有

犷g 、= 士9 1
(3

.

2 3 )
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由此

T ~ I或2
一

= I 一 2 9 , g , 又3
.

24 )

又由于 d e七丁~ d e tS T
·

d e tQ> o ,

所以

丁 ~ I (3
.

2 5 )

即

Q = S (3
.

2 6 )

这就证明了恰有一个正常正交线性变换满足A 的极分解
.

同理可证
,

恰有一个非 正常正交线

性变换满足 A的极分解
.

由此
,

不谁看出满足分解式 (3
.

7 )的R 中
,

恰有两个
,

其一是正常正

交线性变换
,

其二是非正常正交线性变换
.

事实上
,

只需注意到
,

对任何标准正交基 {自
,

g 盆
,

g 二
,
⋯

,

g 二}而言

A = F (I 一 g : 9
1

)= R U :

二R 矛兄: g 鉴g ; + 几
3

9 ; g ; + ⋯ + 之
,

g 二g 二、 (3
.

2 7 )

必要且只要下面两式成立
:

尸= R (b
:

9
1
+ 几

2

9 盆g ; + 几 g 二g 二+ ⋯ + 凡
,

g 二g 二 R B

} (3
.

2 8 )
B = b

;

g
:
+ 几

2

9 劣g 夏+ 之
J

g 二g 二+ ⋯ + 几
。

g 二g 厂

b
*

~ R
一 ‘
F g

l

(3
.

2 9 )

四
、

关于分解式 (3
.

7) 在均匀变形中的应用

考虑均匀变形

y = F 尤 = 尤 + “ x 〔犷 (4 一)

其中F 为非奇异线性变换
, u 是点x 的位移

.

任取 厂中的一个截面 二 ,

设二的法向单位向量为乡
,

令

A 二 F 了I 一 g : g : 、 (4
.

2 )

则有正交线性变换R 和唯一的非负线性变换U :使

A ~ R U I (4
.

3 )

于是
,

根据 (3
.

7 )
,

令P ~ 1 ,

我们有

y = F x

= R (之
: x :

9
2
+ 之

一

x g
:
+ x ; b ; )

,

x == x , 9 1〔厂 (4
.

4 )

从分解式扭
.

毛)
,

易见
1

.

(a ) 平行于 9 1的所有直线均为平行于R b
l 的直线

,

且按同一比例系数 lb , }伸缩
,

(即

I夕、I= 1b l日x l }) ;

(b) 以 9 1
为法线的所有平面均变为以 (R g

: ) x (R g
3

)为法线的平面 ,

(c) 变球面 (设其方程为就 + 心 + 戏 “居)为椭球面〔方程为川川 bl }玛
“

+ 弱川 b
Z

!即
2

+ g 要八 }b
3

}p )
,
= l ]

.

2
.

二平面上半径为
: 的圆口

: x = rc o s 甲g
:
+ : sin 切9

3

变为半轴分别为
a = 凡

: r ,
b二凡: 的椭

圆

口
/ : y 二几

Zr e o s切R g
:

+ 几
。r s in 甲R g

3

这里第 1条是熟知沟事实
「“’, 不过

,

此处从分解式 (4
.

4 ) 出发
,

证明要容易得多 , 第2条

提供了变形后椭圆两个半轴的求解方法
,

并证明了二上F 的准主向必变为椭圆的轴向
, 二平面
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上互相垂直的两个方向9
1和g

:

为该均匀变形的应变主方向
,

即它们只有伸缩变形和随物体
:

的整体刚性转动
,

而没有纯剪切变形
,

故有

定理2 处于均匀变形 (廷
.

1) 的物体
:
中任意一个平面二 内

,

均至少存在两个互相正交 的应

变主方向
.

同时
, 二上F 的任意准主向也必为该均匀变形的应变主方向

.

五
、

在F的准主基下关于均匀变形的应变能密度

在研究弹性体
: 变形时

,

应变能密度班是变形梯度尸= V y 的函数
,

W = 附 (F )
,

利用应

变能密度不与物质标架无关的条件 (客观性原理
〔4 1

)
:

不 (QF )= 不 (F )
,

Q , Q ~ I (5
.

1)

故在F 的准主基诬9 1 ,

g : ,

g
:

}之下
,

当 二
处于均匀变形时应 变能密度可以表示为 5元数组的函

数 [此时 (3
.

7 )中P== 1〕

不 (F ) = 才 (R B )= 不 (B ) = 命 (几
2 ,
凡

3 ,

b l ,
b
Z ,

b
3

) (5
.

2 )

B = b‘g , 9 1 + 几
2

9 : g : + 之
3

9
3

9
。

(5
.

3 )

式中

b l= b‘g
‘

= R T F g
,

(5
.

4 )

并有

几
2

> 。,

凡
3

> 。,
b l> 。 (5

.

5 )

(此处要求分解满足条件
:
d et F

·

d et R > o〕
.

至此
,

我们给出下面的定理
:

定理3 对处于均匀变形 (4
.

1) 的物体
:
中的应变能密度万 (F )而言

,

任给单位向 量 乡
,

至少有一 F 的准主基魂g , ,

g
: ,

9
3

}存在
,

使 (5
.

2 )~ (5
.

5 )成立
.
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