
应用数学和力学
,

第1 7卷第 7 期 (1 99 6 年 7 月)

A PPI宜ed M a t五e m a t ie s a n d M e e ha n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

求解动力学问题的普遍方法

孙 右 烈l

(何福保推荐
,

199 5年 5 月3 日收到)

摘 要

本文阐明了标准化的 R o ut 五方程 「‘, 的应用
,

给出了求解系统动力学问题的约束反力及运动状

态变化的普遍方法
,

并给出了相应的矩阵方程
。

关. 饲 复杂系统 动力学问题 约束力

一 日 , 色
.

、 J . F 〕

在现代工程技术问题中
,

求解约束反力是一个董要问题
,

而拉格朗日第二类方程只能用

于求解复杂系统的运动
,

于是
,

系统中的约束反力必须用拉格朗 日第一类方程来求解
,

但在

其运算过程中
,

又涉及到极其繁复的消去法
.

在文献 [l 〕中
,

已给出了系统动力学的标准化的R o u th方程
.

本文将以具体问题为例子
,

从而阐明该方程的应用
,

并给出求解复杂系统动力学问题的普遍方法
,

使 计 算 过 程大大简

化
.

由于所给出的方程组是用矩阵形式表述的
,

因此
,

对今后引入计算机进行复杂系统动力

学问题的求解是很有值价的
.

由文献【门知
,

d

d t

二
、

求解复杂系统动力学问题的普遍方法

系统动力学的标准化的R o u th方程为
:

{P蛋, [B ] = {Q}r [B〕+ [ {a }, {o } , 〕 (2
.

1)

本节将用这组方程给出求解动力学问题的普遍方法
,

并通过例子加以具体说明
.

对于具有 l个约束的力学系统
,

可按下述的普遍方法求解该系统的运动及其中
:
(
s
《l) 个

约束的约束反力
.

1
.

先解除这
;
个约束

,

再对巳解除
:
个约束的系统选取广义坐标价 (i = 1, 2 ,

⋯
, ”
)

,

其

中
n 一s
为系统未解除约束时的自由度

.

2
.

以所取 的广义坐标 g ‘(‘= 1 , 2 ,

⋯
, 。
)为自变量

,

写出上述 。个约束所应 满足的 约束

方程

F , (g
‘,

空‘
, t )= o (刀二 一, 2 ,

‘

二 , s
)

算出标准化因子
〔‘’‘“, 〔3 ’ [B 〕= [ [D ] [C ]〕

,

其中
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式中[0 牙为(, 一 :
) x

s
零矩阵

,

[I 」为(”一
:
) x (。一

:
)单位矩阵

.

所取广义坐标及约束方程要满

足 }A
:
}龟。

‘”f3 ’.

3
.

以所取的广义坐标为自变量
,

写出系统的动能T
,

算出广义动量 {尸}‘ [P
: ,

⋯
,
P

.

尹及

广义力{Q}二 [Q
, ,

⋯
,

Q
。

] , .

4
.

以〔B 〕
,

{P }和 {Q}代入标准化的 R O u th 方程(2
,

l)
,

由此可得系统动力学的全部方

程组
,

它是由 I
、

I两组方程构成的
,

其中方程组 I为
:
个关于待定乘子巳解藕的方程

,

方

程组 I为n 一 s
个消去待定乘子的方程

.

5
.

方程组 I 与约束方程联立
,

可求解系统的运动 ; 方程组 I与约束方程联立
,

可以求

解与待定乘子有关的约束反力
.

下面将以标准化的R O
ut h方程(2

.

1) 为基础
,

通过具体例子
,
说明如何运用上述普遍方

法来求解问题
.

现分三个问题来讲述
.

1
.

问皿 1

已知质量为m ,

长为 l的两根相同的均质杆 O A
,
A B

,

以铰链铰接于A 点
,

并悬挂于水

平轴O上
,

如图 1所示
.

开始时系统处于静止状

态
,

其位置为0 1= 30
。 ,

氏~ 90
“ ,

求开始释放

时两杆的角加速度
,

以及O A杆与A B 杆分别在

O与 A点所受到的约束反力 X
。 ,
Y 。,

X , ,
Y , .

现在用方程 (2
.

1) 来求解这一问题
,

由上

述普遍方法知道
,

对所给问题
,

需先考虑解除

O 与A 点的约束
,

再取广义坐标 依次为 O月
,

A B杆相对铅垂线的偏角e l二 q , ,
0 : ~ q : ,

杆O A

质心 C ,的坐标 x l = q 。, y , = q’
,

以及杆A B质心

C : 的坐标x : = g 。, g : = g 。
.

加在系统上的约束为O点固定
、

A点铰接
,

其约束方程为
:

x l一

普
e o 。。1一。

。1一

告
。‘n “1一。

x 名一

告
。。。“2一 二1 +

告
。o 。。1

, 广普
。‘n oZ一。! +

告
。‘n “!

(2
.

2 )

或者
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所取广义坐标以及约束(2
.

2 )
产,

给出矩阵〔刃
: 〕

,

如下式所示
,

满足 }A
:
!笋 O ,

于是 系统的

标准化因子〔B 〕可求得
L” L3 ’

如下
:
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系统中主动力所作的功效率为
;
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d N 二 m g d恋x + m g 占才:

于是广义力为

(2
.

4 )

、leswe、IeeeeeeJ))g)g,00柳。硕。
了........产

{Q}二

}
系统动能为

T

于是广义动局为

一
合

·
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m ‘嗽 +

合
·
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‘, + 。 +
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‘, + ”

青
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“
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m 夕:

(2
.

5 )

将(2
.

3 )
、

(2
.

4 )及 (2
.

5 )式代入方程(2
.

1 )
,

得到

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

一

告
s’“口’

告
“。“口‘

0 一 Is in 0 1

Ie o 吕口1

一

含
。in 。

:

普
。。: 。:

.lrZeese!

0 0

0 0

0 0

0 0

一

普
“‘”口‘

一

杏
“。“口‘

(2
.

6 )

0 一 ls in 0 1
_ 上

。in 口:

2

0 鑫 10 0 日g r
l

_ _ ,

万C 0 8 口,



求解动力学问题的普遍方法 0 33

(2
.

6 )式为一矩阵方程
,

它包含以下 6 个微分方程
:

用公1 + 阴公: 二 Zm g + a l

勿梦: + 拼妙: 二口 2

m 公: = m g + a 3

切梦:
, a -

六
m “

1

一
, 1

含
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一
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,
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动力学方程组 (2
.

6 )
‘

的最后 两个方程与约束条件 ( 2
.

2 )
“

联立
,

就可求出系统的运动

虑到初条件
: 0 1 = 3 0

” , e : = 。o
。 ,

及夕1 = o ,

夕
: 二 o ,

其解为
,

=
~

石百g

( 2
.

7 )

= 丁而 g

再由动力学方程组 (2
.

6 )
‘的前四个方程

,

就能求出待定乘子 a l , a : , a 3 ,

入
,

它们分别为

O 月杆在O点及姓B杆在 A点承受到的约束反力
:

X
。 , Y 。,

X , , Y , ,

以 ( 2
.

7 )式代入 ( 2
.

6 )
尹 ,

解为
:

、

l
-.rseseesl产

g仍
二

_

⋯ ⋯
6 2

人 。= U l ~ 一 Z拼g 十阴劣 l十拼劣2 = 一 万下
O J

Y
。

= a Z
~ 用夕1 + m 夕

2
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:

1 I U
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一
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2
.

问皿2

在上述问题中
,

已知条件保持不变
,

求A B杆上A点所承受到的约束反力万
汤 ,
Y , .

为了求解这一问题
,

先解除A 点的约束
,

再取广义坐标依次为O月
,
A B 杆相对铅垂线的

偏角o : = g , ,
0
:

= g : ,

以及杆A B质心C : 的坐标尤 : = 。3
, v : 宁口

‘ .

加在系统上的约束为OA 与A B杆在A 点铰接
,

约束方程为
:

二2 一

告
。o 。。: 一 : c o 。。l

。: 一

普
: 执。

: 一‘。in ol
(2

.

9 )
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。
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2
-

一 “ “

所取广义坐标以及约束(2
.

9 )
‘

给出矩阵〔A
: 〕

,

准化因子【B ]可求得如下
:

(2
.

9 )
声

如下式所示
,

满足 }A
:
】铸 。,

于是
,

系统的标

一一
A
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1
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:
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m 。。,
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:
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.
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‘
式可知

,

加在奋
1 ,

J
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,
: ,
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:

,
:
+ 冬

。i n eZ

J
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动力学方程组 (2
.

14 ) 的最后两个方程与约束条件 ( 2
.

9 )
“

联立
,

再考虑到初条件
: 夕;二

3 0 。 ,
o , 二。o

。 ,

J
l = o ,

乡
: = o ,

就可求得运动的解J
, ,

咨
: ,

, * ‘夕: ,

其值如 (2
.

7 )式所示

再由动力学方程组 ( 2
.

1 4 )的前两个方程
,

就能求出待定乘子凡
,

.

几
: ,

它们依次是A B 杆在

A 点所承受到的约束反力 X , ,
y , ,

其值分别为〔2
.

5) 式中的价
,

吸
,

亦即
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v
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问肠3

在上述问题中
,

已知条件保持不变
,
求系统在O点所承受到的约束反力 X

。,

Y
。.

为了求解杆上O点的约束反力
,
先解除O点约束

,

再取广义坐标依次为O才 AB 杆相对

铅垂线的偏角e: = .
,

0 : = q : ,

以及杆上O点的坐标义二q 3 , , ‘ q ‘
.

加在系统上的约束方程为O点坐标满足x 二 0 , , 二 0 ,

亦即
,
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.

15 )

夕= 0
}
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,
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于是广义动量及其随时间的变化率分别为
:
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矩阵方程(2
.

1 9 )包含了以下4个动力学方程
:
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动力学方程组 (2
.

2 0 )中的后两个方程给出系统的运动了
, 及歹: 的解

.

(2
.

20 )中的前两个方

程给出待定乘子。工, a Z
之值

,

它们分别为系统在 O点承受到的约束反力X
。,

Y
。,

它们的解答

如(2
.

7 )与 (2. 5) 式所示
.

三
、

结 论

按照本文所给出的求解动力学问题的普遍方法
,

可以由方程(2
.

1 )得到矩阵形式的动力学

方程
,

它包含了这样两组方程
:
一组是不含约束反力的运动方程组

,

另一组是关于约束反力

已解藕的方程组
,

它们和约束方程一起
,

就能分别求解出系统的运动与约束反力
.

本文以例子
,

用我们的方法求解约束反力
,

从这个例子中可知
,

这个方法可以用来求出

系统的全部约束反力 (如例l)
,

也可用来单独求解所需要的一个或一 部分约束反力 (如例 2

和例 3 )
.

将例 2 与例 l相比较
,

从中可看到
,

例2中的标准化因子〔B ]较简单
,

是4 x 4矩阵
,

降

低了二阶
,

动力学方程及约束方程都分别减少了两个
,

因此使求解过程得到简化
.

综上所述
,

本文给出的普遍方法
,

具有这样特点
,

它既能像拉格朗日第二类方程一样用

于求解系统的运动
,

还具有像拉格朗 日第一类方程求解约束反力的功能
,

而且求解约束反力

的方法又比拉格朗 日第一类方程简便得多
.

只要适当地选取广义坐标和约束方程
,

就能直接

求解力学系统内容指定节点上的约束反力
.
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