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摘 要

当微分方程中含有微量项时
,

可用 M
.

E
.

Shve z 迭代法求解
.

但当微量项出现 奇 性
,

或

在某一区间内微量项并非微量时
.

用此法求解将遇到困难
.

本文针对这类问题
,

把原 M
.

E
.

S hve z

迭代解法稍加改变
.

算例表明
,

用改进了的 M
.

E
.

S五ve z 法求解上述问题
.

其精 度比 原 M
.

E
.

S hve
z 法的有所提高

。

关匆佣 迭代法 奇异摄动法 地球 . 月球~宇宙飞船

一
、

引 言

当微分方程中含有微量项时
,

可用 M
.

E
.

s hv ez 迭代法求解
‘3 , (以后 简

·

称 S h v ez

法)
.

但当微量项出现奇性时
,

或者当微量项在某一区间内并非微量时
,

用此法求解 会 收敛

很慢
.

为了解决这个 困难
,

本文提出将微量项变形
,

或者把那些出现奇性的微量项不视为微量

项
。

文中举了三个算例
,

并和准确解或奇异摄动法的解做了比较
,

表明用改进了的S h v ez 法

求解
,

具有和奇异摄动法相同的精度
,

而计算过程则 比后者更加简单
.

二
、

微量项的变形

例 1 兹考虑定解问题

(戈+ 。y )夕
, + 夕= o

刀(l)= l }
式中标号

“ 产”

表示对变量%求导
, 。
为小参数

.

如果用正则摄动法求解
,

则在 x =

更高阶近似时
,

奇性越来越强“ ’.

如果用 s h v e z 法求解
,

则把式(2
.

1) 改写成

却
‘+ 夕= 一 。

洲
‘

上式右端为微量项
.

零级近似
:

1 中南工业大学
.

长沙 4 10 08 3
.

(2
.

1 )

(2
.

2 )

0 处有奇性
,

,

(2
.

3 )
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粉台+ y。= 0

g 。(1 )= 1 } (2
.

4 )

(。+ 1 )级近似(。> o )

翔二
+ , + g

。 十 : = 一 ￡g
,
夕二

夕。 , :
(l)二 -

于是得式(2
.

1)
、

(2
.

2 )的零级
、

一级近似解为

夕。= 1/ 义

(2
.

5 )

(2
.

6 )

。 ,

二生 + 三(生 一奥、
一 戈

.

2 、 X X
。
/

由式 (2
.

7 )
、

(2
.

5) 可见
,

零级近似解当x ” o时出现奇性
,

sh v e z 法对于这个问题不适用的原因是由于当x = o时
,

时
,

g ” 00
.

故在x = 0附近
,

式 (2
.

3 )的右端并非微量
.

于是
,

我们把式 (2
.

3 )变为

x + g /犷= 一 。夕

零级近似
x + 夕。/ , 石= o , 夕

。

(1 )二 1

式 (2
.

1 0 )的解为

夕。= 1/ x

一级近似
x + 夕,

/ g 二= 一。
/ x

, , :
(l)二 z

其解为

, : “双(1 +
。
)/ (x

Z

+ 。
)

‘

(2
.

7 )

(2
.

8 )

一级近似解的奇性更强
.

由式(2
.

1 )得 , , = 一 1 /
。,

当“” o

(2
.

9 )

(2
.

10 )

(2
.

1 一)

(2
.

1 2 )

(2
.

15 )

二级近似 、 + 。:

/y ,
一

。。,

一们
、千百爪又

泛

祠 (2
.

1 4 )

其解为
「尸 以

.

了干万dx 〕

, “= “X p L、
:

双瓦耳丁孤万下不言J (2
.

1 5 )

而式 (2
.

1 )
、

(2
.

2 )的准确解为
「”

、

一兰 + 了军+ 兰 + 1
’

忍 尸 6 一 忍

2 2 一 6 )

表 1及图 1表示本文的一级
、

二级近似解和

准确解的比较(。= 0
.

1 )
.

图 1 中实曲线表示准

确解式 (2
.

1 6 ); 虚 线表示本文的一级近似解

式 (2
.

1 3 ); 点画线表示本文的二级 近 似解式

(2
.

1 5 )
.

从表 1及图 1可见
,

本文的二级近似解具有

很高的精度
,
其误差最大(% ~ 0) 才只 n

.

9 肠
.

由表 1及图 1还可看到
,

本文的二级近似解

的精度比一级近似解的有明显的提高
,

说明本

文方法收敛速度相当快
。

例 2 兹研究下列定解问题
:
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(已= 0
.

1 )

井日井言誉
一尹O一一声O一,一、.2

‘、j一一,去、卫了、.
J,

一
-目j,J一�
-目勺,�一2

‘1Jl一一2,山曰二一”午22一
.

一万牛,曰2
一习一一U

(% + 。。
)d

“
/ d 义+ ( 2 + 尤 )“~ o ( 2 一 7 )

。( 1 ) = e 一 ,
( 2

.

1 5 )

把式 ( 2
.

1 7 )改写成

拟
。
/ d % + ( 2 + 幻

“~ 一 。。d “/ d 戈 ( 2
.

1 9 )

上式右边为微量项
.

但当x = o时
,

由式 ( 2
.

1 9 ) 得
“‘= 一 2 / 。

,

当。” o时
, “‘, oo

,

此 时
,

式

( 2
.

19 )的右边并非微量
.

因此
,

不便用M
.

E
.

S hv ez 法求解
.

现将式 ( 2
.

19 )改写成
x + ( 2 + 戈 )“/ “ , = 一 : “ ( 2

.

2 0 )

零级近似
义+ ( 2 + 尤 )“ 。

/ “占二 0

“。( 1 ) = e 一 ‘

(
n + 1 )级近似 (n > o )

} (2
.

2 1 )

x + (2 + x )。
。 + l

/ “二
, 1二 一 e u 。

“。 十 1
( l ) ~ e 一 ‘

我们求得式 (2
.

17 )
、

(2
.

18 )的零级
、

“。, % 一 Z e x p [ 一 x ]

} 叉2
.

2 2 )

一级
、

二级近似解砂}另lJ为

「
.

卜沪 2 + x 、
,

1
“‘= ” x p L一

‘十乡
二

气万千丽不飞又瓦二刃 )
a x

J

。一 e x p

卜
1 +
丈(去涤卜〕

文〔1〕用变形坐标法求得了式 (2
.

1 7 )
、

( 2
.

1 5) 的二级近似解为

( 2
.

2 3)

( 2
.

2 4 )

( 2
.

2 5 )

_ _ _ _ 。 。 , 。 _ ,

(
,

「 2
.

1 ‘1
, , 、

1 2
.

1 、
, 。

泊
.

。
, , , , 。 、

“= e 人P L一自J
’

自
一

1 1 宁 ￡!
一万万了十 节万下牙 一 、

_ e X P t 一互) t
月 .

下石
~ ,

十 一下万, I
·

a 百 l佘十口又『 /互
“

)
、 L o g J ‘ J ‘ 、 g ‘ I J 声

: 一

矛
一

签
+ 。

(爹)
3 e 么

(2
.

2 6 )

( 2
.

2 7 )

x = 0时
,

: 一
仔)

“’+
晶仔)

’‘3+ o ‘
·

,

。一
(普)

’‘“一

晶(鲁)
’‘3 + 。“,

( 2
.

2 8 )

为了检验本文二级近似解的准确程度
,

我们把它和文 [l 〕的二级 近 似解 进行 了比较
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(图 2 )
.

图中实曲线表示文 【l] 的解式 (2
.

2 6 )
、

(2
.

2力 , 虚线表示本文的二级 近 似解式

(2
.

25 )
.

取
“‘ 0

.

0 1
.

从图 2可见
,

本文的二级近似解与文〔门的二级近似解十分 接 近
,

特别

是当x > 。
.

3时
.

和式(2
.

Ze)
、

(2
.

2 7 )所给出的解相比
,

本文的二级近似解式(2
.

25 )的相对误

差最大(x = 。时 )为 30 肠
,

而当x = 0
.

2时便降为 14
.

1肠
.

一
·

— 式(2 9)

—
文 [ 1 ]

3 。

{飞
2 0 r 、 宇宙卫色(牙

,

刃

行||||||区球

地
一O

�UO之产

圈 2

三
、

微量项出现奇性时

例3 如图 3所孔 宇宙飞船的无量纲形式的运动方程为

X

~ 一 气1 一 拼) 一二了一 一拌
.

万j

X 一 1
r
票

( 3 一 )

, , 二、 g 拼夕

~ 一 、i 一 科) 一丁互一 一一二了
月

T . T .

r
毒= x Z

+ 夕
, , r
盖= (戈一 l )

“+ 夕么

拜= M 。/ (M . + M
。

)

派= 为 d
,
歹= 刀

·

d
, 于。 = r 。

·

d
, 了二二 r耐 d

( 3
.

2 )

( 3
.

3 )

( 3
.

4 )

X一忍g一忍d一dd一d

.

「 d 3 1 1 , 乞

‘= 几砚瓦汗万二了」
式中 至,

歹

—
坐标

,

几

—
飞船

、

地球间距离
,

甄—
飞船

、

月球间距离
,

球间距离
, m ,

M
. ,

M
。

—
飞船

、

月球
、

地球的质量
, G

—
万有引力常数

.

( 3
.

5 )

d

—
地球、月

我们仅讨论一维的情形
,

即设夕= 0
.

并设飞船的总能量为0
.

在式 ( 3
.

1) 中令g = o便得

d
2 x l 一拼

, 二

万万 ~ 一反r 个户
l 一 X

( 1 一 x )
“

积分
,

并科用飞船的总能量为。的条件决定积分常数得
〔“’

z 了 d x 、
2 1一 “

,

拼
气万

.

. 一j丁一
.

口 一

—
气~ 丁- 一宁

.

,

乙 、 “ ‘ l 兀 l 一 万
-

其中拼为小参数
.

如果用正则摄动法求解
,

我们把式 ( 3
.

e) 改写成

t (0 ) = 0

则当 x ” 1时将出现奇性
.

土 (
. 一

丝兰丫_ 止_

2 、 d t / 大 一

一丝+ 上一
.

大 且一其
r

t ( o ) = 0 ( 3
.

7 )
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当尤二。时
,

上式右端微量项
—

拌/ x 具有奇性不便用 S h v e : 法求解
.

因此
,

我们把式 (3
.

7 )

改写成

上(卫兰丫_ 竺望 _

2 、 d t , x 一

拼

l一 x ,
t (0 )= o

韶浮)
“一 “一“,一总

,

t(o )二 o (3
.

8 )

即是说
,

窃们只把上式右端视为微量项
,

然后用 s h v ez 法求解
.

零级近似

(x
。

/ 2 )(d x 。/ d t)
“一 (1一拼)二 o ,

(” + l)级近似 (。> o)

1 I d x . 二 1 \2

万 x 。 + ’

气一刁下一) 一 又‘一拼)= 一

x 。

= [ 3斌厄石二刃
一

t/ 2 ]
“‘’

t(o )= o (3
.

9 )

户尤。

l一 X ”

t(o )= o (3
.

2 0 )

于是得

(3
.

1 1 )

, ,
, f‘r g

X 衬
一二二 龟 l 卜 : 一

J o L 艺

9

又l 一拼)十 下
‘

拼(3斌可不不了t/ 2 )
’‘3

l 一 (3斌
~

乏百不了
t/ 2 )

“‘s (3
.

12 )
二‘d

,臼l
.l

门l
.J

文〔2 〕用变形坐标法也得到了这个问题的一级近似解
.

为了检验式 (3
.

1 2 ) 的准确程度
,

我们把它和文 〔2 ] 的一级近似解进行了比较 (表 2 )
.

表 2中取“~ 0
.

1
.

从表 2 可见
,

本文结果

式 (3
.

1 2 )和文 【2〕的一级近似结果十分符合
,

相对误差最大(t二 0
.

45 时)仅为 5 肠

衰 2 (拼= 0
.

1 )

{

本文 式 (3
.

12 )

0
.

1

0
.

2

0
.

3

0
.

4

0
.

43

0
.

4 4

0
.

4 5

0
.

3451 5

0
.

553 1 3

0
.

7 33 59

0
.

9057 9

0
.

96 034

0
.

98007

0
.

99960

文 [2 1

0
.

3 4726

0
.

55690

0
.

7 4098

0
.

92 65 7

0
.

993 29

1
.

01 991

1
.

0 5 069
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