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摘 要

本文给出了某带参数久的四阶微分算子 B
:
的一个正则性定理

,

由此我们分别获得了关于该算

子在
“

非线性情形
”

的二个同胚类及在
“

线性情形
”

的三个线性同构类
.

这对描述某飞行器在其

运行过程中某些类双向稳定性质是有用与方便的
.

关键词 同胚 线性同构 内插不等式

一
、

引 言

考虑由研究某类飞行器运动性状而引入的四阶微分方程边值问题
:

万(4 )(戈)一 N (火 )刀
‘
(戈)+ (凡

2

+ 几N (x ))夕(x )== f(戈 )
, x 〔 [o
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, (义 )〔C 4 [o
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,
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, x〕
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, ,

= o ) } (1 一 )

则以劝与f(劝 (依赖于参数 幻 的双向连 续性能刻划该类飞行器在其运行过程中的双向平稳

性
〔‘’,

且恰恰能被如下算子五
: :

K (‘ , , )

一
直

*

K(
‘, , )相关于凡的正则性所描述

,

其中

通; d 弓 , r毛 。
, 、

d ‘

刁?
一

个台灼
L劣厂正万十气

九一

十几‘v L戈” ’

K 〔‘ , , )= {g (x )〔C
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, l〕j, 皇公
。, : = , 呈{)0

, : = o }
,

(i
,

j)二 (o
, 1 )或(2

, 3 )

与该飞行器飞行性状更贴切的模型是在 (l
.

1)中方程左端加上非线性扰动
,

即在直: _

匕加上一

非线性项B
,

例如

B 夕二 E [b‘。in (夕‘
4 一 ‘, )+

c ‘
(g ‘

4 一‘, )
2

(1 + (g ‘
屯 一 ‘, )

2

)
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篡
。‘
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(续
R ‘
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)

夕〔C 4 〔0
, l〕

.

由于通
:
为非对称及直

; + B 为非线性
,

因此适用于高阶对称算子的自伴算子谱分

解理论
,

s七u r m 一L io u v ille 理论与 T i七e h m a r e h 的函数论方法 ([ 2〕一 [ 4 〕)
,

很难被应用

到如上算子直
* 与通: + B的正则性研究中去

.

本文采用与上述方法完全不同的泛函与估计技巧
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研究了一类以上述直
* 与直* + B为特例的四阶线性或非线性微分算子B ; 的正则性

,

得到了关于

B * ,

参数几与C
‘

〔o
, 1」的一类子空间K 的实的非线性同胚结果与复的线性同构结果

.

这不但使

才
:
与注

, + B的正则性研究成为可能
,

而且本文采用的方法还可以毫不费力地延伸到 2n 阶线性

与非线性微分算子的正则性研究户去
.

定义 设B * ~ A + N ;
(劝 I

:

介〔o
, 1」”C [0

, 1〕为一四阶微分算子
,

其 中

a ) A : C
4

[ o
, 1〕* C〔o

, l ]是一线性或非线性算子
,
几〔R 或 C (实或复数域 ) ;

b) N ;
(劝 = 护+ 几N (x)

,

N (x) 〔c [0
, l〕恒为实函数且可具有一定可微性

,
I 是恒等算

子
。 ·

本文以 (
,

)
,

{
·

}
: 2记厂 (0

, 1 )中的内积与范数
,

以 11. IJH
·

与 l
·

}}C
·
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“
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,
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,

1 〕(。、。、4
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,
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,
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)
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, 1〕时
,

1{夕i{e一 乙 11夕“’}}
a .

设K 是C
‘

[ o
, l〕的子空间

,

特 别
,

K = 尤(‘, , )二 {g 〔C ‘ [ 0
, l〕} 夕二份

。, ; =

‘= 0

唱
, , 一 叶

, 0荀 < j铆
.

又记副
’

]ls
’
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,
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,

(砂 }护)
,
是 侧

·

Ij护
,

Il. }H
·

)的对偶空 间并赋以对偶范数 }
·

}{H一 本文中
,

泛函总 以对偶积形式<
,

>记之
.

本文对B ; 与 K 的正则性研究是通过考察下述算子的同胚 与线性同构展开的
:
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.
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·
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*
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,
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·

11
。
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.

其中刀
; 与石*

分别是当 (A
,
)与 (C

,
)中算子B *

连 续时的最小连续扩 张
,

而石沉l
’

}}少是 B *
K 的

jj
·

}少范数闭包
.

本文主要定理的先验估计需要用到下述引理
:

引理 1
.

1 ‘
5 ’
设 , 〔C

Z

[ o
, lj

,

则

(1 ) I}夕
‘

JJI
:

( C [。11, I’ 111
:

+ “一 ‘ ]]夕}{1
2

〕

其中C = 3 6 么, 。任(o
, 1」均与 , 〔C

Z

[ o
, l〕无关

;

(2 ) }{夕
‘

{J1
2

( 1 0 }{夕
1, 111

2
+ 9 0 ]I夕]11

2 .

二
、

主要定理及其证明

设B : 与K 定义如 上节
,

在叙述定理之前
,

先作如下方便的约定并给出定理要用到的条件

与记号
:

(i)
“

实 (或复 ) 的
‘

}郁衫
”

总是指 C
‘

〔0
, 1〕是实值 (或复值 ) 函数空 间

,

且算子A
:

c
4

〔o
,

门 , C 〔0
, 1」是实值 (或复值线性 ) 算子

.

(ii) 定理所需条件如下 (为定理叙述简洁起见
, 先列举 出来 ) :

(一) N (x )〔C
么

[o
, 1〕

,

并与K 一起满足
:
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·

(N
、, , z (4 ))= ((N

: , )
“ , : l,

)
,

其中N ,
叠N :

(劝
,

且以下N (x) 简记为N
.

V g , 2 〔K (
。
)
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) !《M

。
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.
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-
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。。
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3
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‘

(4 ) }沟
一 A z

}L
Z

镇M
,
}g 一川}H

;

(R
。
)

(R
la )

(R
lb )

(R
:
)

{1
·

}】e
‘

)是(C
4 〔o

, l〕
,

}】
·

】}e
。

)的闭子空间
,
且

}!沟
一 a og (4 )Jl

。
《M

: 1陌】le
, ,

a o

沪 0

K,A..r卜‘l
、

以上 (2 )~ (5 )中诸不等式对V y , z , u 〔K 成立
,

且旬 > o ,
M

。,

M
,

M
l ,

常数
.

(R
3

)

M
:
> 0及

a 。被 。均为

‘6 , 令 C分,二{
“〔C

11ll n
‘ C [ o产J(

R e N 几一 9。}}N : }!
。 一

专.!N ; ,!口

)

李
(粤

+

答)(ll
+ C + c

Z

(粤
+

等)奇)}
其中C 一 3 6 名是引理 ,

.

1中的常数
,

而
。。与M是条件(R

,
)中的常数

.

定理 设算子姓
,

子空间K 及函数N 满足 (幻与 (R
;
a)

,

则

( I )
“

实的情形
” .

对V 几任R n c梦
:

(i ) 当(R
。

)
,

(R
: b )成立时

,

(A
,
)与 (B

I
)中算子 B ; 与刀;

均为同胚
,
且成立

(了11
·

I}H
‘
)

, 一万仄 1]
‘

1IH
一‘

(
,
)

:

(11 ) 当(R
Z
)成立时

,
(C

l
)与 (D

,
)中算子B : 与石,

均为同胚 ,

(I )
“

复的情形
” .

对 V 几任C护
:

( i) 当 (R
。

)成立时
,

(A
,
)与 (B

,
)中二算子均为线性同构

,
且(劝

;
也成立 ,

(11 ) 当 (R
:
)成立时

,
(C

,
)与 (D

l
)中二算子均为线性同构 ,

(11 1) 当 (R
3
)成立时

,

(E
l
)中算子B :

为线性同构
.

以上 ( I )中(i)
,

(11)二陈述互相独立
,

对 (I )中(i)
,

(11)
,

(认i)亦然
.

注 1 集合 C护是复平面上某双曲线的内部
,

并包含实轴上除了一个有限区间外所有实数
.

注 2 如摘要所述
,

定理实际上给出了在实非线性情形B ;

与c4 〔。
,

l] 的子空间K 的二个同胚类
,

与复线

性情形的三个线性同构类
.

定理的证明包含于如下5个引理之中 (仅给出证明概要)
.

引理2
.

1 设(R
。

)成立
,

则 (B
,
)中算子刀

:
在

“

实的情形
”

对 V 几〔R 为连续算子
,

而在
“

复

的情形
”

对 V 几CC为线性连续算子
.

证 对vj (二 )“〔o
,

l] ,
定义 了 }

‘

llH’上线性泛函如下
:

“

复的情形
” :

则 由(R
。

)与

引理2
.

2

(f
, : > = (f

, : (4 )+ :
)

<f
,

z> = (f
,
到

‘)+ 幻

V 正创卜}H’

“

实的情形
”

(f(x) 为实函数)
:

(2
.

1 )

(2
.

2 )

s c h w ar z 不等式易知本引理成立
.

设 (
二
)

,

(R
: a )与 (R

: b )成立
,

) 在
“

实的情形
”:
对 V 几任R 门Cil)

,

则

V g
z〔K

,

成立
:
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、.t,‘.夕.Ha ) (B : 夕一 B , z ,

夕一 2 >> 等 119 一
2

任

(2
.

3 a ,

b )

b ) (B : g ,
夕>> 等】1, }}

任

(li ) 在
“

复的情形
” :
对 V 久〔C分’

,

V g 〔K
,

成立
:

R e <B , 。, , >>冬11。!J孙
4

(2
.

4 )

证 由(
*
)

,

(R
la )与 (2

.

1 )可推 出 (2
.

3 a ); 由(
二
)

,
(R

, b )与 (2
.

1 ) 可推出 (2
.

3 b ); 由

(
。
)

,

(R
, b ) (在

“

复的情形
” ,

(R
la )乍) (R

lb ))与 (2
.

2 )可推出 (2
.

4 )
.

此处仅证 (2
.

sb )
,

其

余的证明完全类似
.

由(
,
)与 (R

, b )
,

可得

(B ; 夕, g ) = (A , , 夕(‘)+ 夕)+ (N
; , l, + ZN 二夕

,

+ N 犷夕
, , l,

)+ (N
; 刀, 夕)

>宁(,,。,,、
‘

+ ,,, ‘
·, }!:

:

卜(粤
+

答)。
。‘3 , }:

:

l
, . , : . ,

二
1 3 己。

.

M
“ 、\

. , , . , .

产F
、 ,

一气11‘” 孟}}“十气一百
、

十又
一

)) !I,
‘

J,见
,

十 !
。

L
z v ‘一 llz V 孟11“

_ 与lN 了}!
。一

2
‘’

M
2

(
~ ~

旦旦生 + 巡二、1
、 4

’

￡0 I J
}夕

1, 1
“
d %

+ (
’

「二
:

一冬一、 , ,I
。 一
(粤

+ 卫i、1}
。 ,

2
、x

J O L‘ 乙 、 任 ‘0 I J
(2

.

5 )

(其中
用至”不等式

2 (N 丈,
, , , /l

)> 一 ]JN 夏}}
o
(l!梦

/,
}11

: + ]19
‘
Ij1

2

)

(N : 。
, 。· )> 一

合
}!N ; }}

·
(}}。

·
!}1

:

+ }!。!!1
,

)

M 一。一二
3

}}, }}二
4

铃
,,。‘

]J夕‘
3 ’J}1

:

及 }}g
‘

{11
:

利用引理 ‘
.

1 ,

‘, : :
2

+
(舍

+

答)
}}。}.、

3

)

对于 可得

}}。‘3 ) .}:
2

、C

[(
C

(鲁
+

答)瓷
+ 1

)
一 ‘ }!。‘心 , !.、

么

+
(
e

(粤
+

等)聋
+ ‘

)”
”“”1

2

(2
.

6 )

11夕
‘]11

:

《 1 0 {}万
l,
}{1

2

+ g o jl夕111
:

于是对 V 几任R n C护
,

V 召〔K
,

由(2
.

5 )与(2
.

6 )可得

(B ;刀 ,

功》711
“}孙+ N 几一 “ ‘{N 、}}一合

: N 、},
·

M
“

+ 卫衅今丫
己 0 1 \

1 1 + e + e丫
一
丝生

\ 4 等)聋)」
’“

“ ’
“
“‘M

“

‘一4
3一口了.、
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+
l:【

N厂 。o : N : !,一合}!N , .}一
。1

(粤
+

誉)〕
}。}

么
“·

>冬]j。}‘孙
4

引理2
.

3 设 (
,
)

,

(R
。
)成立

,

则
“

实的情形
” .

若 (R la
,

b) 成立
,

则定理( I) 中(i) 的结论成立 ,

“

复的情形
” .

若 (R
l

b) 成立
,

则定理 (l )中(i) 的结论成立
.

仅证(i)
.

而〔11)可由引理2
.

1 , 2

(i(ii证

由引理 2
.

1 , 2
.

2 并通过极限
,

可得对

a) 升,
是连续算子

b ) <”; 。一”: : , 。一 二>>冬
,,。一 ‘

l,孙
4

“,

La x 一Mi lgr
“m 定理

【

{)与相同方法证明之
.

V 版R 门C护
,

V y
,

正 剖
’

IIH
‘ ,

有

e ) <”* 。, 。>》鲁11。,l孙
4 (2

.

7a、 d )

d ) }{刀
, 。一刀声 11。

一‘
> 粤11。一 , i!二

‘

仕

结合单调算子的满射性定理
〔7 ’
知刀

:
是同胚

刀; 了 11
’

{JH
‘

二瓦灭
,

}卜i}H 一
,

冈 由(2
.

7d )可证

万仄 }l
’

{IH
一‘

二石: 了I}
‘

JjH
‘,

(对于 V 几任R n C分’)
.

此外显然有

V 几〔R (2
.

8 )

V 艇R n C护 (2
.

9 )

于是由(2
.

5)
,

(2
.

9 )及刀
;
对 V 几〔R n C罗’是同胚

,

知 (司
, 的等式成立

.

引理 2
.

4 设(
,
)

,

(i )
“

实的情形
” .

(11)
“

复的情形
” .

证 仅以(i) 为例
.

(R
, a )

定理 (

定理 (

及 (R
:
)成立

,

则

l) 中(ii) 的节论成立
,

I )中 (11 )的结论成立
.

由引理 2
.

2与 (R
:
)可知

,

“ ) 瓦是连续算子且万
; 叉小}H

‘

c= 瓦天

b ) 11刀
; 。一刀: 二

!l:
:

> 愁11, 一
:
JI二

‘,

V 。,

O

e ) 石蕊天
.

}l
’

}IL
’

二 石: 叉】1
·

1!H
‘

设(
。
)

,

V 几〔R 门

·

}”
,

谓艇凡

: 〔叉 {卜J,H
‘,

v , 。尸 n C梦’;

C护
.

了J..夕
J

、
�

lwe
L

、

于是 ( i) 的结论成立
.

引理2
.

5
“

复的情形
” .

结论成立
.

( R
lb )与 (R

,

)成立
,

则对 V 之〔C毖
’,

定理 ( I )中 (111)的

、.户
.

C
,

Oa
八U今一

了‘.、、

、..、了..尹

证 由条件与引理 2
.

夕可知
a ) B : :

(K
,

]I
·

]】e
‘

)” (B
: K

,

}j
·

】1
。
)为线性连续算子

,

对V 凡〔C ;

b ) (K
,

11
·

}}e
;

)是一 B a n a e h 空 间;

e )

于是由

“B
*。 ,, 。> ,‘B

几 。,,L
:

》冬
,,。‘,H

4 ,

对、“〔C分’
,

B a na ch 廷算子定理
,

仅需证对 丫爬C毖’
,

g 任K

凡K 是 B a n ac h 空 间
,

特别只须证
,
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.

_ {}
·

】}。 }l
·

]IC
-

对 V {刀
。

}二K
,

若B : g ,

二二今。
、

(
n , “ )

,

则夕
。 二- 二‘ o (

。、 co )
.

而由条件(R
3

)
,

I
a 。

I ]J夕分) }I
口镬 i{B沼

。

}J
。+ (M

:

+ llN
: 11。 )I},

,

}{e
3

与。。
手 。,

又只须证 }},
。

11e
3

, o (
。、 co )

.

固定i〔{ o , 1 , 2 , 3 }
,

由 (2
.

l o e )与 S e h w a r z 不等式
,

有

a ) }。“
‘’(二)一。“

‘’(。) }、{:
}瑞

‘一’(二 )}d x 、 .}。
·

,!二
4令 “ (

一
)

,

对
火〔[o

, 1〕一致成立,

b )
J

.1, 扩, {j
。
《 ly护, (o)}+ l{y

。

11万
‘, n = z , 2 ,

·

⋯ { (2
.

1 la ,

b )

故只须证 }夕沪(0) }, 0 (n * oo )
.

用反证法
,

设存在 d > 0 ,
使

o ) 1> d > o ,

(
n = 1 , 2 ,

⋯

则由(2
.

l la )知存在N ) o ,

使当n > N 时
,

,‘“分
, ,}。>
普

> 。

这与 }y
。

lH’ , o (n , co )不合
,
证毕

.

注 如果引入B ‘:

(K
,

ll. llc’), (B
;
K

,

Il. “。)的唯一保范扩张
,

则易见条件(R 3 )中(K
,

Il. “c’)为一

B a n “c h 空间这一假设还可以除去
.

三
、

定 理 的 应 用

设K
l = K (。 , : ),

K
: = K (: , 3) ,

及算子B ‘: C 4 [o
, x ] , C [o

, l〕(i= o , 一, 2 , 3 )定义如下
:
对

V 夕〔C
4 [o

, 1〕
,

B 。, = a 。, “’+ 艺 p ‘
(二 ), “

一 ‘,

B l, = 兄 [b ‘s in (。
‘农 ‘,

)+
e .
(夕“

一‘, )
“
(x + (g (‘一 ‘, )

“

)
一 ‘]

B : 夕= 兄 Q
‘
(: )夕“’(1 + (g “’)

2

)
一‘

B 3。
一‘·

(鑫
R ‘

(·)。(‘)

)

其中
a 。,

实函数
.

例

b ‘
, e ‘(o ( s( 3 ) 均为实常数且

a 。

) }b
。

j+ ,
c 。{

,
p ‘,

Q
‘,

左。〔C [ o
, 一] (r《i《 3 ) 均为

设B : = A + N J
,

K 二 K l
或K

Z ,

及N 〔介〔o
,

l] 为实函数
.

(A )
“

实的情形
” .

设A = 乙 B ‘.

取
e 。= a 。一 Ib

。

{一 Ic
。

}
,
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M = a 。+ lb
。

l+ j
c o

j + 2 乙 (Ib‘! + le‘I)+ Z E (JJp
‘

I]e + 2 1}Q ‘lle + llR ‘11
。
)

‘。 1 ‘. 1

则定理 (I) 中的结论成立 ;

(B )
“

复的情形
” .

设A ~ B
。, a 。

> o ,

取
。。= a 。 ,

M = a 。+ Z E }Ip
‘
}{
。 .

则对 V 几〔C梦’
,

定

理 (I )中的结论成立
.

证仅证 (A )
.

显然K = K I与K
:
及N 满足定理的 (

,
)条件

.

又 对 V g’

: 〔C 4 [o
, 一〕

,

易见
,

如下的不等式成立

(A夕一 A : , 夕(‘)一 z (‘)+ 夕一 二
)> (

a 。一 !b
。

{一 }
c 。
! )!!g (4 )一 二(4 )}{王

:

一 [ a
。

+ !b
。

}+ Ic
。

}+ Z E (lb
‘i+ i

c ‘
l)

该. 1

+ 2乙 (l}p
‘]j。 + 2 ljQ ‘}!。 + I}R

‘Ilc )〕1]夕一
“
IJ万

,

11, 一 2 11万
‘

感. 1

且由A o 一 。
,

知定理中(R
,
a) 与 (R

l

b) 均成立
.

类似易证 (R
。

)与 (R
Z

)均成立
.

证毕
.

注 该例表明
,

对序言中算子且
, 十 B

,

当 欢Rl
} c分

,

存在关于该算子与子空间K : 与 K
Z
的二个不同

的同胚类 (实的情形 ) ;

而对于 只
* ,

当 捉 c留时
,

有关于直
;

与K , ,

K
Z
的三个不同的线性同构类

,

它们分

别表明在有
“

非线性扰动
”

与
“

无非线性扰动
”

的前提下
,

某类飞行器在给定的范围内其飞行 是 双向稳性

的
。
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