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摘 要

本文对三个不动中心问题的平面解作进一步发展
,

通过对三个不动中心在四维空间中的 定 义

得到三个不动中心问题的兰维解
.

关键饲 天体力学 不动中心 三维解

一
、

引 言

不 动中心问题是天体力学的古老问题
.

1 9毋年以来
,
D jo m in 和A k司o n or 等人对这一

问题作 了进一步的发展和应用“
, “’.

1 9 7 7年
,

A ra z o v 和H a b ib o v 给出一个三个不动中心问

题的平面解
〔““.

本文将A r az o v 和H a b ib o v 的工作作进一步发展
,

将三个不 动中心定义于四

维空间 中
,

得到一个三个不动中心问题的三维解
.

二
、

三 维 解

考虑一个四维欧氏空间
.

根据不动中心问题的一般方法
,

我们假定牛顿力学在该空间中

成立
.

在上述空间中建立四维直角坐标系O 一
却胡

.

设质量为 m l的不动中心尸
;
处于坐标原点

处
,

而质
,

量同为m Z的不动中心尸
: 与Ps 则分别处于坐标(0

, 0 , 0 , 一 a) 和 (0
, 0 , 0 ,

a) 处
.

其中
,

m l,
m : 与a

为实常量
.

考虑一个单位质量粒子尸
,

其坐标设为 (x
, 刀 , “ , q )

.

假定粒子尸在初始时刻的运动面在超

曲面O - %习之上
,

则由于 尸 : ,
尸

3

的对称性
,

此后 P的运动必始终限于同一超曲面上
.

因此在这

一情形中有

g = o (2
.

1 )

作变量变换
x = a s h 切。in u o in 口

, 夕一 a sh o s in “e o s 。 , 二 = a s h 田 e o o u (2
.

2 )

由(2
.

1 )与(2
.

2 )有
:
圣= a 2 8 h

2功 , : 兰= a Z e h
Z田 , r

4 =
a ze h

Z切 (2
.

5 )
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其中
,

八“ 〔(x 一% , .
)
“

+ (g 一 g , ‘
)
“

+ (
二一 : , ‘

)
“

+ (g 一 q , ‘
)
“

〕‘
/ “

为粒子尸到不动中心尸
‘
(i = 1 , 2 , 3 )的距离

.

因此
,

粒子尸受到三个不动中心的 引力势为

fn 1
.

tn ,
.

m , 1 1 m l
.

2m 2 \

r l
’

r Z
’

r 3 a \S n 切
’

e n 叨 /

式中我们取引力常数为 1
.

利用(2
.

1) 与 (2
.

2 )
,

我们还可以得到粒子尸的动能

: 一

合!(奈)
2

‘

+

降)
”+
(奈)

“

+
(奈)

’

〕
二 = 里二仁鬓一十军:

一 +
,

一尸立一、
艺a

“
、 C n

“

田
一

吕n
“

田
.

S n
“

阴 S ln
“U /

(2
.

5 )

其中广义动量
_ 口全 。 口T n 口T

厂。 =
~

石丽
一 ,
厂

“

= 飞玩
,

厂
,

二
一

百了

因此
,

粒子P在该三个不动中心场中的哈密顿 函数为

H 一 T 一犷

一

命(
P乙

e h
“田

+ 一

军孰
一

+ 一具毕
i

、一写典竺
.

+ 宾业、
C n

一

阴 习n
一

叨吕 In
一份 / G \吕 n 切 C n 切/

(2
.

6 )

(2
.

句式表明
,

哈密顿函数并未显含时间t ,

并且在哈密顿一雅可 比方程中变量w , , :和 ”
可以

分离
.

由此我们取生成函数为

S = 一 h , t + 5 1
(。)+ 5

2

(
u
)+ 5

3

(
。
) (2

.

7 )

其中h,
为常量

.

利用方程 (2
.

6 )与(2
.

7 )
,

我们得到如下形式的哈密顿一雅可比方程
:

“

一
2“1· 兄8 h

2 切 8 , n
Z· +

黔黔生(豁)
2

+ 8 ‘n
Z·

(鲁)
“

+
(鲁

一

)
2 一 2 m l·。h 、。in

Z。

一 4。: a s h
Z二 s in

Zu / e h、

对方程 (2
、

8 )分离变量二
, “和。 ,

得到

(2
.

8 )

c h
Z切

. _ , 。 , 。 . _

c h
Z田

~ 一 九, 一万一 万
一一

一 十艺n la 一
C n

一

叨 十 2 阴 la 一 , 万
- 一-

十 4 m Z a C n 功
S n

一

田 S n 甜
(2

.

9 )

= h
:

~ h
3

h
3

s in
Zu (2

.

10 )

(2
.

1 1 )

、
、.口Z
‘

、,/
‘

飞.了
产

绍一面俗一du巧一dvZ口.、‘了.、
、

‘了.、

其中h
: 与凡为常量

.

由方程 (2
.

7 )
、

(2
.

0 )
、

(2
.

1 0 ) 与 (2
.

1 1 ) 可知
,

上述系统是个可积系统
.

A r a z o v 和

H ab ib o v得到的解限于粒子尸在 二维面上的运动
‘“〕,

而上述解中粒子尸 的运动区域为三维空

间o--
x y: ,

是个三维解
.
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对于上述系统
,
取a/

r
为小量

,

r Z

二% 2 + 9 2

+ z “

方程 (2
.

3 )与 (2
.

4 )给出

、

简 单 应 用

其中

(3
.

1 )

: , m l+ Zm :

犷 二二二

—
r

m Za Z

r a

+ 生o( 当
r 、 r

一

/
(3

.

2 )

(3
.

2 )表明
,

若一个 引力势在较远距离处有如下形式

:
。

一

冬
+

异
+ 。

(为 (3
.

3 )

其中k l和机为常量
,

当

m : + Zm : = k ,
(3

.

4 )

一 tn : a Z

= 吞: (3
.

5 )

时
,

粒子在上述三个不动中心问题中的三维空间运动可作为该粒 子在 引力场 厂
。

中的运动的

中间轨道
.

当卫星在一个旋转且对于赤道面对称的天体的赤道面上运动时
,

其牛顿势形式与 (3
.

3 )

同
.

在这种情况下
, _

匕述三个不动中心问题可得到简单应用
.

四
、

讨 论

值得提出的是
,

三个不 动中心本身不一定具有物理意义
.

例如文献 〔3 」中三个不动中心

的质量及位置可取复数
,

而本文的三个不动中心则定义于四维空间中
.

讨论三个不动中心问

题的意义在于它本身是个数学方法
.

由于它可以给出可积系统
,

如果该可积 系统的场可以作

某个真实的不可积的物理场的近似
,

‘

就会给问题的讨论或计算带来一定程度 的便利
.

如前面

所举简单例子所示
.

除了中间轨道
,

不动中心间题还可以有别的应用
.

如用多个不动中心去近似地球或其它

天体的引力场等
.

对于三个不动中心 问题应用方面的研究
,

A ra
z o v做了不少工作

〔‘ , “’.

我们

期待三个不动中心问题解的发展能拓宽该问题的应用
.

本文得到的三个不动中心间题的三维解在中间轨道问题上的优越性在于
: 当小天体除了

受中心力场作用外还受其它力作用 (例如火箭推力
、

光压力等 ) 时
,

其运动轨道可 以不再限

制在一个平面内
,

这时用平面解作中间轨道已明显不适用
,

应改用三维解解决问题
.

本文作者对钱伟长教授和汪家诛教授的关心和帮助表示衷心感谢
.
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