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摘 要

本文是在四元数矩阵的重行列式理论的基础上
,

直接利用四元数的乘法 证 明了
:

任意一个四

元数矩阵都相似于特征主值表征的 Jo r d a n 标准形及其唯一性
.

关键词 重行列式 重特征多项式 特征主值 J o r d a n标准形

一 引 言
) 砂 . . - 」

近年来
,

四元数矩阵在刚体力学中的应用 日见重要和广泛
,

特别在多刚体系统中更显示

出它独有的优越性
〔‘““’

.

然而对它深层次的应用
,

有赖于对四元矩阵的深刻认识和对四元数

矩阵标准形的运用
.

由于四元数乘法的非交换性
,

给这方面的研究带来了 巨大的困难
.

文献〔4〕

完成了某些特殊矩阵的标准形
.

本文基于新近发展起来的四元数矩阵的重行列式理沦
“一 7’,

直接利用四元数的乘法
,

证明了四元数矩阵 J or d a n 标准形的存在及其特有的 形 式
, 并给

出了具体的算法
.

用Q记实四元数体
,
C为复数域

,
R为实数域

,

以及Q(。
、 。) = {(

a ‘, )
。 、 。

{
a ‘j〔Q}

.

设A〔Q(。
、 。 )由文献 [ 5 〕

月刀”al内⋯升⋯一d e ‘“一 ’“’一

{臀
‘ “

!
“

} a . 1 a . ,

}
‘·

一

= 乙
“
(J )

a n , 、Za ‘2 f 3⋯ a ‘: 一 , ‘ a * n , a n Zs: a j
Z
j
3
⋯ a z ,。2

⋯ a 。 ,“Z a “Zk。⋯ a k , n r

成S
,

这里 S
。

是
n
个文字的对称群

,

置换a 的循环表示应写成如下的正规形式
:

a = (
n If

:
公
。
⋯ f: )(

n Z

j: j
。

⋯ j
.

)⋯ (
n ,

k : k
3
⋯k ‘)

n l> fZ , f3 ,

⋯
,
i
: ; n Z

> j
Z ,

j
3

⋯ j. ; ⋯ ; n r

> k :
,
k

3 ,

⋯
,
k :

” = n l> n : > n 3

> ⋯ > ”,

》 1 ,

“
(J )= (一 1 )(

8 一 ‘)+ (‘
一 ’)+

‘

,
’ ‘

(‘一 ’)一 (一 1 )卜
·

记 JJA I= d e七(A
+

A ) = }A
十
A }

,

称为A 的重行列式
.

这里A
+

一又
‘

是A 的共珑转置
.
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当A 〔Q (
。 、 。 ),

A 的重特征多项式是
〔“’

F ,
(肋 一 }}几E 一 A }二 d e t ((几E 一 A )

+

(几E 一 A ))

二 E
a , 几七 (a

, 〔R
,
吞= 0 , 1 , 2 ,

⋯
, 2 ”)

一 n }J几一。,
!}
” * ,

‘。祷 。, ,

(k铸 j ; 寿
,

j= 1 , 2 ,

⋯
, :
)

舌二 l

(1
.

1 )

文献【6〕已经证明
:

当 A印
(。

、 , ) ,

则 F
,

(A )二 o (1
.

2 )

设

口 (A ) = {幼 ,
IF

,
(必

。
)= o ,

必, = t , + ih, 〔C
,
h,
> o ,

k = l , 2 ,
⋯

, s } (1
.

5 )

称为A 的谱
,
功,
为A 的特征主值

〔7 ’, 。 总位于复平面的上半部
. :
是 A 的相异特征主值的个

数
.

当A相似于B
,

记为A 、B 一 T
一 ’A T

.

由文献〔5〕定理 5可得F ,
(幻二 l几E 一侧}= 1}久E 一 A ll

= F
,

(泪
,

所以A
,
B有相同的谱

.

这里E 是
” x n

单位矩阵
.

口(A )~ 口(B )
,

当A、B (1
.

4 )

根据〔7孔 对任意的A 〔Q(
。 : , )至少存在一个特征主值功

,

使右特征方程

A X 又 X 价
,
F ,

(6 )~ o ,

X 铸 。 (1
.

5 )

有解X
.

这X 是空间Q
”

中的
,
维列向量

.

〔7〕中还给出了具体的解法
.

记

。 1
.

、
l , 0 1

! 功 ‘

}
J :
(。 )一

{ 一 }
. 0

一

I

口 2 x z

Jz。
:

(“ )¹ J z* 2

(‘
“ )¼⋯ ¹ J z* ,

( ‘乡“)一 J ( l* ) (‘* )

l。,

》 l儿:
》⋯》 I ;

, ,

( l, ) ~ ( l。
: I* 2 ,

⋯
, l*

r

E I ; 。一 z,

( 1
.

6 )

本文证明了如 下的

攀本定理 对任意的A 〔Q(
, 、 二 ) ,

存在可逆矩阵T 〔Q(
。 : 。 ) ,

使

T 一 , A T ~ ¹
山* ( 口 ( A )

J (z* ) (幼, ) ~ ¹ J ( z* ) (必 , ) = J ,

兄 l, = 。

舌. 1

( 1
.

7 )

这里口(A )如 ( 1
.

3 )所示
,
幼 , 位于复平面的上半部

. 5
是相异特征主值的个数

,

如果不计 J 中

直和的次序
, J是唯一的

.

它的证朋
,

将分解成下面 3个定理来完成
.

二
、

直 和 分 解

定理1 设A乓Q( , : , ) ,

则存在可逆阵T 〔Q ( 。 、 , ) ,

使
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A、T
一 ‘A T = ¼ A , , F 」 * (川 ~ {{几一 6 * 】}、

,

证明 在 ( 1
.

3 )中
,

只要A 的相异特征主值 的个数
; > 2,

环 R 【幻上分解为

(k二 1 , 2
,

⋯
, s )

A 的重特征多项式 ( 1 1) 就可在

其中

F , (久) ~ l!几一 ‘111
” ,

n !I几一 价。 ll
fZ * = F ‘, , (几)

·

G (几)
抢= 2

】}几一 扇 }一 (久一多 ) ( 久一 八 )二护一 ( 弓+ 感 )几+ 挤价〔R 〔久」

( 2 一 )

因为实系数多项式

尸 (‘) (几)二 ]l几一 扮, l}” 1 ,
‘ (几) = n ]j汽一。。 !}”*

( 2
.

2)
云 . 2

在 R 〔幻上互质
,

从而存在f (幻
,

或泪 〔R 〔们
,

使

f (久) F (’) (几) + 夕(久、G (几)二1

置几= A ,

就得到

f (A )F ( , ) (A )+ 夕( A )G ( 刃 )二 E 。

记Q上。
数组空间Q

”

为 V ,

令

(2
.

3 )

V l = {雪IF (‘) ( A )睿二 o ,

雪〔V }

G ~ {雪IG ( A )省二 仇 雪〔V }} (2
.

4)

当s> 2时
,

至少有汤毕 命
: 〔口( A )

,

由「6 ]知存在雪
, ,

乱〔V
,

使

A雪1~ 雪16 1, A 雪: ~ 雪
:
心

, ,

雪1 ,

睿
:
毕 o ( 2

于是F ( , ) (A )雪, 二雪I F (‘) (必 1) = 雪,
·

o = o ,

即雪,〔V l ,

故 V l举 。, 同理雪
: 〔G

,

致G 羊 0 .

利用 ( 2
.

3 )
,

对任意的雪〔V
,

有

雪= E 舀= g (A ) G (A )雪+ f ( A )F ‘, , (A )雪= 叮1+ 叮: ( 2

注意到 ( 1
.

2 )
,

有

F ( , ) ( A )刀, = F (’) (A ) g ( A ) G (A )雪二 g ( A ) F , (A )雪一 。

故叮
1〔V l ; 同理G (A )刀: = o , 刀2

〔G
,

因此 ( 2
.

6 )可进‘步写成
V = V , + G , V , ~ g (

一

A )G (A ) V
, G = f (A ) F ( , ) (A ) V ( 2

当占〔V , 门G ,

由 (2
.

6 )并利用 ( 2
.

4 )
,

有

雪= g ( A )G (A )雪+ f ( A )F (‘) ( A )雪= g ( A ) o + f ( A )o = o ( 2

以及

F (‘) (A ) ( A V I ) = F (‘) (A )A g (A )G (A ) V = A g ( A )F , ( A )V 二 o

因此 A V I 二 V l ,

即子空间 V ,
关千A不变

。

同理可证G关于A也不变
.

所以 ( 2
.

7) 更可写成 :

V = V , ¼G , V l手 。, G 铸 0 , A V I 仁 V l , A G c G (2

据此事实
,

存在可逆阵T 〔Q(
。 、 。 ) ,

可使

s )

A 一 ?
一 ‘“T 一(

A 1
0 、

_

)= A l¹ G ,一 B
G l /

( 2
.

10 )

再利用重行列式的性质
,

得到

F , (幻 ~ }几E 一 A }一 }}几E 一 B }二 1}几E 一 A l }
·

}}几E 一 G l }= F 刁 :

(幻F GI (幻 ( 2
.

11)

如果A , , G l的相异特征主值的个数仍然》 2 ,

则 Gl
, A l

仍可按上述过程迸一步分解
,

直
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至 B的每个子阵A *
都只含单一特征主值为止

,

定理证毕
.

接着
,
我们再证 明A 。的单一结构具有形式 (1

.

6 )
.

三
、

单 一 结 构

定理2 设A 〔Q (, 又 ” )
.

F ,
(几)二 1!几一 必}}

” ,

T
一 ‘A T 二 Jl : (必)¼Jl 以 6 )¼⋯

11> 12> ⋯ > l
, ,

E I‘
:

沼, 1

则存在可逆阵T 〔Q(
, : ” ) ,

使

¼J z
,

(功 ) = J ( : ) (必 )

证明 设 6 一 t + 认〔C , h> 0
.

我们对
n
作归纳法

.

当 n 二 l , A = ( g )
, g 二 g 。

+ 19 1+ jg
:
+ kg 。

二 (g
。, 9 1, g : , 9 3

)
.

恒存在P〔Q
,

使

A ~ q ~ 夕
一 ‘g 夕~ g 。+ ‘h== 。 , h= 衬口至+ 口委+ 口聋) o

、

(3
.

1 )

可以直接验证
,
只要取

(h + q l ,

( 0
, 0 ,

( 1, 0 ,

o , 一 q 3 , 9 2 )
一 l , o )

,

0 , 0 )
,

当 此 + q 互铸 a

当 q : = q 3= o , q l< o

当 q : 二q s = 0 , q l> 0

zr...、.‘.万又

一一P

此时 ( 3
.

1) 已是 ( 1
.

6 )的形式
.

假设阶数小于
n
时A相似于 ( 1.’6 )的形式已经成立

.

以动的特征向量作为A 的第一基向量
,

于是存在Tl 〔Q(
二 、 。 ) ,

使

( 3
.

2)B
一一

、、.......声产
n

a0 G 12

0

: A ( , _ 1)

O

了万声......且、、

一一
A T一,

人T勺A

据归纳假设
,

存在L 〔Q ( 。 一 1 ) 、 ( 。 一 , ) ,

使L
一 ‘A ( 。 一 1 )L ~ J ( 。一 1) (公 )J ( , 一 1) (‘) 已如 ( 1

.

6 )所示
.

设取几一( ; 呈),m 。几
‘一( 0 L

一 ,

)
,

我们有

b Z x⋯

J zZ

(心) ( 3
.

3 )么B
一一

、、,
.

!
岁厂.、色尸声

:-
·

口f了口l、

‘

口
f

J

b lx⋯

J z, ( 6 )

Oo矛l!I
J润�.1,

一一
TB一2T

勺
A

11> l
:

>
4

二
》l

,

取适当选取x l , ⋯
,

朴 , ⋯
,

⋯
,

寿
: 4 二

X 1 1⋯

E zi

〔Q
,

令

⋯ X
f l⋯

E zZ

El

厅

叮夕...........飞

、

一一T
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又有

其中

d 11⋯ d

JI
,

(6 )

A、T g 1 B : T 3 = J z
:

(必 ) = B (3
.

5 )

J z
r

(必)

份o
。

:0

1
.........、、

(d
‘1 ,

,

d ‘:
,

⋯
,
d ‘z : )= (b

‘1⋯b ‘z‘ )+ 。(%
‘,⋯ x ‘2. )一 (二

‘: ⋯ x ‘1 . )Jz
.
(。 )

, 6 (%
。l⋯ x ‘z‘ )一 (x

‘, ⋯戈‘z。 )劝一 (o
, x ‘1⋯ x ‘z‘一 i )+ (b

‘; ⋯ b‘z‘)

d 。1 = 心义‘: 一 x ‘1功+ b ‘1
.

d ‘。= 幼劣‘, 一 戈‘, 心 + b‘。一 x ‘, 。二 x

此处6‘, 已在 (3
.

3 )中给定
, x ‘。待定

.

当h= o 则 自= 才是一实数
, 上式成为

d . l二 b ‘l

} (k == 2 ,
⋯

,

l‘, ‘二 1 , 2 ,

⋯
, r

(3
.

6 )

d ‘。二b ‘, 一 x ‘, , 一 1
(k二 2 ,

⋯
,

l‘;

于是(3
.

4 )中的为
。
可如下选取

:

(x
‘: , 火‘: ,

⋯
, 义‘2. )= (b

‘2 ,

b‘
3 ,
⋯

,

b‘z‘

就使(3
.

5 )成为

一 1 , 2 ,

⋯
, r

,
} (3

.

7 )

, o ) (艺= l , 2 ,

⋯
, 犷

A一

{
6 bl

0 Jli

0 ⋯ o b : 0 ⋯ o ⋯ b
,

o ⋯ 0

(自)

Jl
:

(心)

JI
,

(自){
一

(3
.

8 )

这里 h= o ,
白= t〔R

,

b‘= b ‘1任Q
,
f= 1 , 2 ,

⋯
, r .

当h笋 。
,

注意到必= t + ih ,
对任意的%一 (拘

, x , , 丸
, x 3

)
,

有

必戈 一 x 6 = (o
, o , 一 Zh%

3 , Zhx :
) (3

.

9 )

于是对任意给定的P= (p
。,
P , ,

P : ,
P

3

)
,

只要取

x == (o
, o , 一 p

3

/ Zh
,
P : / Zh)

,
.

h簇 。 (3
.

10 )

就恒可使

份% 一 %公+ p = p
。

+ ip ,〔C (3
.

1 1 )

是一复数
.

因此
,
在(3

.

6) 中
,
恒可按 (3

.

1 0) 选定x ‘,
使 d ‘:二 c ‘、〔C ,

再对已定的 瓦
: 一 二‘1 ,

同法选定

价 : ,
使d ‘2二几: 〔C

,

同样的方法就可依次逐一选定价
。,

使d ‘: ~ c 。。〔C
.

这时(3
.

5 )成为
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A一

{
、

‘1 1⋯ ‘2 1⋯

J z
:

(6 )

C 护 1
’ ‘ .

J z
:
仁乙〕) B

。
c ‘。〔C

i二 l ,
⋯

, r ; k 一 卜 二

,

z‘ (3
.

1 2 )

再对B
。

作形如 (3
.

4 )的相似变换了
‘,

. ’ ‘

, I
,

、。。

{
其中x ‘。都如下取定为复数

:

x ‘, 。一 1 = c ‘* ,
k = 2 ,

⋯
,

l‘; x ‘2 . = 0 , i= l , 2 ,

⋯
, r

此时仍有公二: 。~ 从。必
.

于是相应于(3
.

6) 成为d ‘: * “ 1 ,
d ‘。= 。,

得到

k~ 2 ,

⋯
,

l‘
, ,

⋯
, : .

我们

声

“ 一了
’

“”
“
了

’

一
‘

!

。 自 0. 二 o ‘: 0. 二 0 ⋯ : c
,

0. 二 o

0 J z
,

(。 )

J z
:

(讼) (3
.

1 3 )

J z
r

(心)

6 = t + 玄h〔C; h > o ; e‘= “ 1〔C; f== l , 2 ,

⋯
, r

当(3
.

1 3 )中的 c ‘,

或 (3
.

5 )中的b‘有一个为。时
,

即
‘ ·

、 c , 0
· , ‘

0

A、 二 B
7

(3
.

14 )

‘

、、、lesweI!leez

J z
,

(心 )

则有置换矩阵 T
。,

并利用归纳假设
,

JJJ z ; (‘)))

A 一丁g ‘”
7
丁

6

一
(
J z‘ (必) ,

;
一 , ‘)

)
一
(
“

;
‘。’

J (
。一 z。)(必) )

一‘(
· ,
“ )

(3
.

15 )

归纳法证明完成
.

如果 (3
.

1 3 )中c , , c Z ,
⋯

, c ,

都不为。
,

则取

c f 1 E z: Q

T
8

(3
.

16 )

入、伪
,

i纽

!
l宕

甲

E

可使

、立
玲

l!
砚l
舀了夕八UO⋯ O c Z o⋯ O ⋯ c , O⋯

E
‘

口

月、了J
‘

B J
’
。
=

o c ; J z, (6 )
e r‘

J 22 (曲 ) (3
.

1 7 )

J z
r

(6 )
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0 ⋯ O C : 0 ⋯ 0 “· “
’ ‘ ’

“
\

、

l
声

、J.声.

O
甲尹‘、

r

‘刃盛J

J z
,

(心)

J zZ (乙)

·

00

0

Jll+ i (访) C : ⋯ C
,

Jl: (必)

产叮了才..,

!
、、、、

一一

11 > 人> ⋯ > l. (3
.

15 )

J z
,

(必 )

又
、.产‘上+心‘

了吸、

‘

、../
n
�

C。一
(
C‘ 0

0 2, x z。
= I , 2 ,

⋯
, r (3 一 9 )

里取这采

T ?一

!
E ll十 I G :

E l

G ,

0

E zr

11 + 1

则 T 于‘~

一 G
: · · ·

一 G ,

E z: 0

. 。

这里‘
。
待定

,
而有

z, + i (必 ) M : ⋯ M
r

J I : (必 )

0

( 3
.

2 0 )

Jz
,

(功 )

方犷

l一一TB�7T勺A

其中

M ‘= C ‘+ Jl: + i (。 )G
‘一口‘Jz ,

(。 ) ( 3
.

2 1)

我们选取

(i. ~ 2 ,
⋯

, 犷
)

( i = 2 ,

⋯
, r ) ( 3

.

2 2 )

X
、,尹J上+曰二

Jr、

、、...,了O ⋯ 0

一 c .EI ,

O ( 11 一 I , ) x z,

.

了‘....气、

一一口

因为c。 (或 (3
.

15) 中的b‘)和必可交换
,

而有G 。价一 6 吼把 ( 3
.

22 )代入 ( 3
.

2 1) 容易验证M
‘= 0 ,

玄= 2 ,

⋯
, r
使 ( 3

.

2 0 )成为

l, + i (幼 )

Jt
:

( 6 )
·

J I,

( 6 ){
- 了( · ) (· )

,
·

一
口|l|、

一一TB�7T
勺

A

( 3
.

2 3 )

这里T ,

中的“取如 ( 3
.

2 2 )
.

把 ( 3
.

2 3 )用于 ( 2
.

12 )中的每一个A 。
就证明了 ( 1

,

7 )至归纳法证明全部完成
.
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四
、

唯 一 性

定理3 设A〔Q(
。 、 。 ) ,

三
,
亡〔口 (A )

,

若 T 〔Q(
: 、

耐满足

几(心)T 一 T J 。 (必) (4
.

1)

则当‘簇亡时T = 沂 当‘= 亡= t + l’h
,
h> O时

,
T 〔C(

‘火叫
.

证 明 记 T 一 (扬 )
‘、。 ,

用矩阵元写出关系 (4
.

1 )
:

心*‘, 一 云‘j方~ t‘, ,
一 1一 才‘* 1 , ,

(i= l , 2 ⋯
,

l; j= 1 , 2 ,
⋯

, m ) (4
.

2 )

约定 t ‘。~ o , 才: + , , , = o

当 6 笋 亡: 因 山九; 一 tll 亡= 0 ,

如果 tli 铸 。,

则 亡一芍{ 山 tll 、山
,

而 当 d 笋 山时
,

也 必有

亡价山
「“’,

因此只能是才
‘1 = 0

.

继而有 由才
‘一 , , 1一 t‘一 1 , , 亡= 一 t ‘l== o ,

今t : 一 1 , 1 = 0
.

同理 t‘
一 : , l=

t卜 3 , 1 =
·

一
才: 1 = 0

.

再 有 苗t‘
: 一 t‘: 方= 才‘, = O ,

今 t‘: ~ 0 ; 以 及 心 才‘
一 l , : 一才: 一 ; , : 亡= 一才‘: = 0 ,

今 t : 一 ; , : = o ,

同理t‘一 2 , : 二⋯ = 艺‘2 = 0
.

类似可得 t‘, “ o ,
‘= l , 2 ,

⋯
,

l; j= l , 2 ,

⋯
, 明即T = 0

.

当亡~ 苗= 考+ ih
,
h> 0时

.

因苗tll 一tll 荀= o ,

注意到关系 (3
.

9 )
,

四元数九
,的j

,
k分量必

为。,
所以 t‘:一 e : 、〔C

,

继而有 苗t‘
一 1 , 1 一 t‘

一 1 , 1 汤= 一 子: l二 一 c : 1〔C再由 (3
.

9 ) 知
c ‘l= o , 导 致

tl
_ 1 , ; ~ ‘: _ : , ;〔C

.

同理“
_ 1 , : = o冷tl

一 : , 1〔C
,
⋯

,

最后得到T 的第一列 为
-

(t
1 1 , t: ; ,

⋯
, t ‘, )

’
= (t l , ,

0
,

⋯
,

O)
‘ , t l l〔C (4

.

3 )

再考察T 的最后一行
:

必t :
: 一 t : : 苗~ t‘x ~ o ,

今 t‘2 = e ‘2〔C
,
苗t z。一 t : 3苗= 才z

:

~ c zZ ,

今

c z : = o , tz : = o , t‘3〔C
,
⋯

,

冷 t : 3 = ⋯ = 公‘
, 。 一 1 = o

而 釜‘。 = c : 。〔C
,

即

(t
: 1 , t‘2 ,

⋯
, t乙。)二 (o

,

⋯
,

O , t, 。
)

, t‘。〔c (、
.

4 )

由基本关系 (4
‘

2 )并注意到女3
.

9 )可知
,

当“
, , 一 1和才‘

十 1 , , 的复数时
,

可知九, 也是复数
,

从

而才
‘, , 一 1 ~ t‘+ 1 , , .

由此从T 的右下角开始
,

沿T 的各条对角线
,

利用边值 (4
.

3 )和 (4
.

4 )逐一讨

论到 T 的右上角
,

得知全部才
‘, 只能是0 或复数

,

且每条对角线上的元素是相等的
.

由此可知
,

扭
.

1) 中的r
,

只能是复数域上的矩阵
.

即j
一 ’

任c(
: x 间

.

定理证毕
.

现在证明基本定理 中的唯一性
.

如果 A除了标准形 (1
.

7 )之外
,

还有

a

A、 ¹ J ( , 砂(苗
、

)
、

( 4
.

5 )
奋 = 1

这里已经用了 ( 1
.

4 )指 出的事实
,

于是存在可逆矩阵丁〔Q ( *
、 二) ,

使
-

¹ J ( l* ) (苗
。

) ) T 一 昌
一

J(m
*)
夙 )

I 无= 1

.
‘了.、

一T

或
l 直

二
_

, . 、

、二 , / 点
;

_
_

, .

八

气决
I J (‘存) 、印 无 , ) , 一

了

气器
, J ( 饥几, 又

‘。 “’) ( 4
.

6 )

把 T 按 ( 11 ,

1
2 ,

⋯
,

l
。

) x (m l , 。 : ,

⋯
, m ,

)分块为
T ~ (T 。, )

, T ‘, 〔Q ( z‘x 爪 , ) ( i , j= 1
, 2 ,

⋯
, : )

由 ( 4
.

6 )可得
J (z‘) (苗

‘

) T
‘, = T ‘, J ( m , ) (汤, )

当‘钾 j,

有苗
‘袭苟 , ,

由定理 3知了
‘沙= 。,

因此T具有形式

(4
.

7 )

( 4
.

8 )



四元数矩阵的 Jor d a n 标准形

T 二 d ia g (T
l l ,

⋯
,
T “ ,

⋯
,
T

: s

(4
.

9 )

因T 可逆
,

]IT ]J= d e t(丁
+
丁) = n ll丁

“
11链 。

(4
.

1 0 )

由于乙 l‘= E m ‘= n ,

如果 (1
1 ,

l
: ,
⋯

,
l
a

)笋 (m
, , m : ,

⋯
, 。 ,

)
, 则必有某个j

,

使与< m , ,

于是
咨一 1 ‘= 1

T “的列向量必右线性相关而致 }JT J , li= 0{
4 了: 由 (4

.

10) 这是不可能的
, 因此必有(l

, ,

l
: ,

⋯
,
I,
)

~ (二
: ,

。
: ,

⋯
, m ,

)
.

所以我们仅需证明在 (4
.

5) 中‘~ j的情形
.

即矩阵的特征主值是单一的情

况下分解为 Jor d a n 块的唯一性
.

于是可设F ,
(幻= }}几一司1

” ,

相应于 (4
.

5) 式成为

J (: )(局 )T = T J (。)(心 )
,

}}T 】1涟。 (4
.

1 1 )

这里 (l)= (1
1 ,

l:
,

⋯
,
l,
)

,

(m )~ (沉
1 , 。 : ,

⋯
, m 。

)以及

E 、”
。

当6 = 才+ 认
,
h> 0时

,

由上面的讨论知道T 〔C(
。 、 。 )

.

由定理 3 ,

(4
.

1 1) 成为T
一 ‘
J( l)( 山)T

~ J (。 )(6 )
,

而复数域上标准形的唯一性是已经证明的事实
.

当h= 0 ,
由~ t是一实数

,

此时虽然T 〔Q(
二 x 。) ,

但6 和一切四元数乘法可交换
.

在这种情

况下
,

唯一性的证明相同于复数域上同一问题的证明
.

唯一性证毕
.

至此
,

基本定理完全证明
.
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