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摘 要

本文利用文献〔1〕
、

【2」的方法
,

讨论了非线性四阶常微分方程
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,
夕

,
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的三点边值问题解的存在性
.

对于非线性四阶常微子方程

g (4 )”f(f
,
g

,
, , ,

g ‘’,
g , ‘’)

的边值问题
,

到目前巳经有了一系列的研究
.

而本文所讨论的方程(叼
,

具非线性边界条件(。 )的

边值问题解的存在性
,

则是上述工作未曾涉及的
.

本文主要定理的推论
,

方程 (幻之具如下形式的

边界条件
a o g (a )+ a i , ,

(a )+ a Zg ‘护(a )+ a 3 ,
, , ’(a )二 g 。

,

b o‘(b )+ b : 夕, , (b )二 9 1

矿(b )二 g : , e 。, (c )+ e i g ,

(e )+ c Zg , , (e )+ e 3夕川 (e )二 9 3

的边值问题解的存在性
,

以前的工作也未涉及
.
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一
、

准 备 知 识

全文总假设

(H
:
) 函数f(‘

,

夕
, 之 , 。 ,

, )在区域口二笼仕
,
夕

, 之 , 叨 ,
勺)

: 在镇公(
c , 一 co < , , : , 切 , , ( + co }上

连续
.

(H
:
) 方程 (司初值问题的解可延至 〔

a , 。〕或在 其最大存在区间上无界
.

仿照〔3 ]给出下面的定义
:

定义 若函数叻(t) 〔C
‘〔a

, 。〕
,

使得

叻(4 )(才)《f(才
,

功(t)
,

功
,

(才)
,

价
‘,

(t )
,

叻“ ,
(才))

, a
( t簇

c

则称功(公)为方程(
,
)于〔a

, c〕上的上解 ; 若函数叻(t)〔C
4 [a

, c ] ,
使得
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劝(4 ) (矛)> f(亡
,

劝(才)
,

势,
(矛)

,

功‘,
(t )

,

叻“ ,
(t ))

, a

习《
c

则称势(约为方程 (叼于〔a
, ‘〕上的下解

.

利用K a m k e定理
【‘ , p

·

“ ’
并仿文〔1〕引理 4的证明

,

便不难得到下面的引理
:

引理 1 假设条件(H
,
)

、

(H
:

)成立
,

若函数ylj f
。

(才
, g , : , 叨 , 亏) (

。二 l , 2 ,

⋯)在 口上连续
,

且在口的任一有界闭子集上一致收敛于j( t , , , 二 , 叨 , 刀); 方程

, (4 )= f
。

(公
, , , , ‘ , , “ , g ‘, ,
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,

衅 (t )(。一 l , 2 ,
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a , ‘〕上存在并且一致有界
,

则方

程 (
,
)在 [ a

, e〕上必有解夕(t )
,

并且勿
。

(才)}存在 子序列 {梦
。 (1) (公) }能使

lim
。 (1 )峥 。

。二{1
) (t )= 。“, (‘) (i= 0 , ‘, 2 , 3 )

在 [a
, 。〕上一致地成立

.

二
、

三 点 边 值 问 题

为叙述方便起见
,

用(A
‘
)(‘= 1 , 2 ,

⋯
, 5 )表示下述各条件

:
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l
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, c〕上关于 , 不增

,

在 〔a
,
b ] 上关于 : 不

减
,

在【b
, 。〕上关于

: 不增
.

(A
Z

) 方程(
,
)在 [ a

, c ]上存在上解价(t )和下解势(才)
,

满足

劝(才)( 价(才)
, t任[ a

, c〕; 劝‘(才)《劝
‘
(才)

, t任〔a
,

b〕

劝‘(t )( 价
,
(t)

, 才〔[b
, e〕;

·

劝11
(才)《功

I,

(t )
, 才〔[ a , e〕

(A
3

) 函数斌二 , g , : , 田)在 R ‘上连续
,

对于固定的
z ,

关于% , , 不增
,

关于夕不减
,

并且

g (劝(
a
)

,

劝
‘

(
a
)

,

劝
“

(
a
)

,

劝“
‘

(
a
))《o《g (价(

a
)

,

价‘(a )
,

叻“ (
a
)

,

叻“ /
(
a
))

(A
‘

) 函数h (二
,

功在 R
Z

上连续
,

对于固定的 火,

关于y不减
,

并且

h(叻(b )
,

叻
”

(b ))( o( h(劝(b )
,

势
“

丈b ))

(A
。

) 函数K (x
, 刀, 二 , 功 )在 R

‘

上连续
,
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,
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,
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)

,
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‘

(
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l
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,
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使得对任意的 (才
, g , ‘ , “ , 叮)〔口

,

有 If (t
,
夕

,

之 , 田 ,

川 }簇M
,

则边值问题
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)
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.

.

证明 对边值问题
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显然边值问题 ( I) 与 (I )等价
.

另一方面
,

若边值问题
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其 中P (劝是满足 (2
.

2 )的三次多项式
.

有解田(劝
,

则易知到 x) = 功 (x) + P( x) 即为边值问题

(亚)的佩 从而边值问题 ( I )有解
.

因此
,

证明边值 问题( I) 解的存在性
,
只需证明边值问

题 (l )的存在性
.

事实
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下面应用 S c h a u d er 不动点定理
,

便不难证明边值问题 (兀)有解
,

从而
,

边值问 题 ( I) 有

解
.
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。

(t
, 夕, z , 叨 , 叮)

,
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二
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“
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“
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G
。
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·
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’

户
’

·
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,
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·

(‘
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,

贬万
。
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,

劝(矛)
, 之 , 二 , 刁)

,

其它情况

夕> 功(t)

功(才)《 , 《功(才)

夕< 劝(t )

!
产、

l
,

一一刀切2从
子‘
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易见
,

对任意
n〔N

,
F

,

(t
, , , z , 叨 , 刁)在 [ a

, c〕x R
4

上有界
,

据引理 2知
,

边值问题

y (4 )一 f(才
, 万, , , , , “万, / 2 2

)

, l,
(
a
)=

a Z , , (b )= b
。, 夕‘(b )= b l , , I,

(
e
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c :

有解 , 。

(才)(
n “ 1 , 2 ,

⋯ )
.

若记

N 一 m a x {m a x j举
产, ‘

(才)J
,

m a x l势
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(t ) 1}
t a , 。 ] [ a , 口 ]
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,

当。
) N 时

,

功
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(b )( 夕公(b )( 价
I,

(b ) (子
.

6 )

事实上
,

若 (2
.

6 )式不 成立
,

不妨设其左端不等式不成立 (至于右端不等式不成立的情

形
,

证 明类似 )
,

即存在
”一 ”。》N

,

使得 。几(b )< 劝
“

(b )
.

因为在‘一
“ , “两点反向不等式成

立
, 故 。;’0 (才)一劝

“ {‘)在 (
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。

处取到负的最小值
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‘
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。

)
,
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,
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,
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‘
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)
.
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,
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“
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。
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。
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‘
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另一方面
,
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n 。
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.
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。

)一劝“’(‘
。
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。。
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‘
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。
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,

劝
‘
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)
,
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“
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。

)
,
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‘
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。

))
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n 。

(t
。,

劝
,

劝
/ ,

劝
“ ,

劝
产/ /

)
劝“

‘

(才
。

)一 夕几
, + 劝

“

(t
。

)一 ,几
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。 ,

劝
,

劝
‘ ,

劝
“ ,

劝“
‘

)

势
“
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。
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飞 一
再

~
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一
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.

7 )相矛盾
,

于是(2
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类似于上面的证明
,

由于对任意
。〔N

,

有吵
“
(b) 《衅 (b) 簇价

“

(b)
,

可证得

劝
“

(t)
、

钱, 公(t)成功
11

(才)
, ,

‘

才〔〔a
,

b] 及 沪
11

(t )《夕公(才)《功
11

(才)
, 才〔[b

, c〕 (2
.

5 )

由 (2
.

8 )式及假设易知有

叻(才)《夕
。

(才)簇功(t)
, t〔[ a

, c j; 功‘(才)《g 二(才)《劝
‘

(t )
, t〔[ a

,
b〕

劝
‘

(才)《 g 二
、

(公)( 叻
‘

(才)
,

才〔[b
, c〕

从而
, 夕= , 。

(t ) (
。= 1 , 2 ,

⋯ )是方程夕(4 )~ f
,

(才
, , , , ‘ , 9 11 。

, , “ )满足 (2
.

1 ) 的解
.

根据
.

引理 1 ,

便不难完成本引理 的证明
.

定理 1
_ J

假设条件(H
,
)

,

(H
Z

)
,

(A
l
)

,

(A
:

)
,
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3

)成立
,
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。

《叻(b )
,

劝
“

(
e
)簇
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“

(
e
)

,

功
‘

(b )= b l = 价,
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,
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)
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a
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.
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有解夕(才)
,

且满足 (2
.
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.
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“
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s
《功

“
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,
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, e〕; 劝
l/

(才)《夕了(才)《功
11

(t )
, t〔[ a

, e〕

记 二 (
s
)= {夕

,

(t )
,

劝
“

(
a
)(

s
( 价

I,
(a )}

,

显然二(
s )铸叻

.

下面分两种情况讨论
:

(i) 劝
“

(
a
)= 价

护

(a )

这时
,

由, 了(
a
)一劝

“

(
a
)及 劝

“

(才)《 , 了(t)知
,

劝“
‘

(
a
)《刀二

, ,
(
a
)

.

再由 (A
3

)知

g (, :

(
a
)

, 夕二(
a
)

, , 了(
a
)

, 夕二
, ,

(
a
))( g (劝(

a
)

,

势
‘

(
a
)

,

劝
“

(a )
,

劝“
‘

(
a
))( o

另一方面
,

由‘ (
a
)一叻

“

(
a 。及衅 (t )《功

I,

行)知
, 夕二

, ‘

(
a
)《叻

/ / ‘

(
a
)

.

再由 (A
3

)知

g (夕
。

(
a
)

, 夕二(
a
)

, , 了(
a
)

, 夕二
, ,
(a ))》 g (叻(

a
)

,

叻
,

(
a
)

,

价
“

(
a
)

,

协
, / /

(
a ))》 o

从而

g (, ,

(
a
)

, , 二(
a
)

, , 了(
a
)

, 夕二
, ,

(
a
))= o

这说明
,

当劝
I,

(
a
)= 价

11
义a )时

,

边值问题咬
,
)

,

(2
.

9 )有解夕(t )
,

并满足 (2
.

5 )式
.

(11) 势
“

(
a
)< 叻

“

(a )

用反证法
.

假设对于 V 夕
。

口夕任川
:
)

, 夕:

(t) 均不是边值问题 (叼
, 又2

.

9 )的解
,

这时
,

g (刀
,

(
a
)

, 夕二(
a
)

, , 了(
a
)

, 夕二
, , 又a ))手 。 (2

.

10 )

由情形(i) 的讨论及 (2
.

1 0) 知
:

( i ) 若‘ (t)〔二(劝
“

(
a ))

,

则 g (, 。

(a )
, , 二贬a )

, 刀了(
a
夕

, 夕二
, ,
(
a
))< 0

.

(11) 若‘(t )〔二 (价
“

(
a ))

,

则g (刀
。

(
a
)

, 夕二(
a )

, 夕公(
a
)

, 刀二
, ,
(
a
))> 0

.

记E = {夕
,

(t )
:夕。

(t )〔二(
s
) 且 g 勿

:

(
a
)

, 夕二(
a
)

, , 了(
a )

, 夕二
, ,
(
a
))< o }

.

显然 E 手叻
.

记 : 。= s u p {g 了(
a
)

: 夕
,

(才)〔E }
.

由s 。

的定义知
,

存在 , 。

(‘)〔刀 (
。一 1 , 2 ,

⋯ )
,

满足 衅(a) ~ : ,

” s。

(
。。 co )

.

根据引理 l
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知
,

边值问题

夕(‘) = f(矛
, 夕, 夕, , 夕I, , 夕, / ,

)

夕护(a )=
s。, , (b )二b

。, 夕‘(b )= b l , , I,

(
e
)=

e :

有解y 。

(矛)
,

并满足

沪(才)成 , 。

(才)《价(公)
, 才〔〔a

, c〕, 叻
‘

(t )( 双石(t)《劝
‘
(才)

, t〔〔a
,
b〕

劝,
(亡)《夕乙(才)《价

‘
(才)

, t〔[b
, c〕; 劝

“

(才)《 , 言(才)《叻
I,

(才)
, t〔[a

, c ]

由 夕(夕
。

(
a
)

, 夕二(a )
, 夕公(

a
)

, 夕石
, /
(
a
))< o及 (2

.

1 0 )知
, s (,

。

(
a
)

, 夕石(
a
)

, g 言(a )
, 夕‘

, ‘
(
a
))< o ,

即夕
。

(t)〔E
, s 。< 叻

“

(a )
.

如果用g 。

(约代替引理 3中的下解州约
,

上解仍用拭约表示
,

由引理 3知
,

若 , 公(a) == s0 《
:

袱功
“

(
a
)

, , 。

(b )《 b
。

《功(b )
,

b l = 夕乙(b )一叻
‘

(b )
, , 公(

c
)(

e :
( 功

“
(
e
)

,

则边值 1’ed 题

g (‘)一f(才
, g , g , , y l, , 夕, 尹/

)

, I,
(
a
)=

s , , (b )= b
。, , ‘

(b )= bl , 夕11

(
c
)=

e :

有解夕
,

(才)
,

且满足

, 。

(才)《歹
,

(矛)《叻(公)
, t〔[ a

, c〕, 叻‘(t )《刃牛(t )( g 石(才)
, 才〔[ a

,
b〕

, 石(才)《歹二(亡)( 价
,
(t )

, 才〔[b
, e〕; , 公(t )( 歹公(t )成叻

I,

(矛)
, 才〔仁a

, c」

记元 (
s
)= {夕

,

(公)
: 夕了(

a
)《

s
《叻

“

(a )}
.

显然元(
s
)笋价

.

因为
s 。< 价

“

(a)
,

则存在
n〔N

,

使
s 。+ 1/n < 尹 (a)

.

根据引理 1知
,

函数列 {夕
”

(t) }c

元(
: + 1 / n) 存在子序列笼如

*
(t )}在 〔

a , : 了上一致收敛于边值问题

y (4 )= f(才
, 夕 , , ‘, , “ , 夕“ ‘

)

夕l,

(
a
)==

s 。, y (b )= b
。, g ‘

(b )= b 工
, , 11

(
c
)~

c Z

的解夕
。
(t)

,

且满足

夕。(t)《歹
。

(才)成功(t )
, t〔[a

, c ] ; 功‘(t )( 歹石(公)《万乙(才)
, t〔[ a

,
b〕

, 乙(才)《歹石(t)《价
‘

(t )
, t〔[b

, c〕; 夕公(才)《歹扩(才)( 叻
11

(t )
, t〔[ a

, e 〕

由
s。
的定义及(2

.

1 0 )知
,

g (歹
。

(。)
,

歹石(
a
)

,
歹公(

a
)

,
歹否

, ,
(
a
))> o (2

.

1 1 )

另一方面
,

由, 公(
a
)= 歹了(

a
)及v了(t )( 歹公(t ) 知

, 夕否
, ‘
(
a
)( 歹否

, ,
(
a
)

,

再由(A
3

)知
,

g (夕
。

(
a
)

,

歹占(
a
)

,
歹了(

a
)

,
歹石

, ,
(
a
))《 g (,

。

(
a
)

, , 台(
a
)

, , 公(
a
)

, 夕百
‘,
(
a
))< o

这与 (2
.

1 1) 式相矛盾
.

因此
,

当劝
“

(a) < 价
“

(a) 时
,

边值问题 (幻
,

(2
.

9 )有解 州 t)
,

且满足

(2
.

5 )式
.

定理2 假设条件 (H
,
)

,

(H
:
)

,

(A
l
)

,

(A
:

)
,

(A
3

)
,

(A
4

)成立
,

如果 价
‘
(b )= b , = 势

‘

(b )
,

劝
“

(
。
)( 几簇劝

“

(
。
)

,

则边值问题

, (4 )= f(矛
, , , , ‘, , “ , , “ ‘

)

夕(g (
a
)

, 夕‘(
a
)

, , 刀

(
a
)

, 刀“‘

(
a
))~ o ,

h (夕(b )
, 夕I,

(b )) ~ o , , ‘

(b )尸 b , , 万I,
(
c
)=

c :

有解夕(t )
,

且满足 (2
.

5 )式
.

证明 对任意的叻(b) (
s
( 功(b )

,

根据定理 1知
,

边值 问题

, (4 )= f(才
, , , , ‘ , g “ , 夕, / /

)

g (夕(
a
)

, , ‘

(
a
)

, , 护

(
a
)

, g “‘

(
a
))= o , , (b )~

: , 夕‘(b )= b , , , “

(
c
)一

c :

有解夕
,

(矛)
,

且满足

势(才)《夕
,

(才)《劝(t )
, 才〔[ a

, e〕, 劝
‘

(t)《习二(才)《劝
俨

(才)
, t任[ a

,
b〕
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劝
‘

(才)《 , 二(才)( 价
‘

(t )
, 才〔〔b

, c〕多 劝
“

(t )《 , 了(t)( 叻
“

(t)
, t〔[ a

, c l

于是分劝必)二叻(b) 及势(b) < 价(b) 这两种情况加以讨论
,

类似于定理 1的证明
,

便不难完

成定理的证明
.

仿定理 1的证明
, 不难得到如下的

定理 3 假设条件(H
l
)

,

(H
Z

)
,
〔A 】

)
,
丈A

:
)

,

(A
3
)

,

(A
‘

)
,

(A
。

)成立
,

如果功
‘

(b ) =

b l二训(b)
,

则边值问题

g (4 )== f(t
, , , 夕, , 夕“ , , ‘/ /

)

g (g (
a
)

, 夕‘(
a
)

, 夕11
(
a
)

, 夕“‘
(
a
))= o ,

h(梦(b )
, , “

(b ))= o , g ‘

(b )= b , ,

K (夕(
c
)

, g ,

(
c
)

, 夕I,
(
c
)

, g 了产产(
c
))= o

有解, (矛)
,

且满足 (2
.

5 )式
.

推论 1 假设条件(H
,
)

,

(H
,
)

,

(A
,
)

,

(A
,
)成立

,

且
a 。

侧a) + a1 劝‘(a) + 几吵
”

(a )+ 。淤
‘产‘

(哟《从《a0 例a) 十 a l势
‘

(叫十
。、劝叮 a )+ 烦

已

峭,, ‘

(. )

b
。

叻(b )+ b :功
“

(b )簇夕
,
《b

。

价(b )+ b
:

劝
“

(b )
e。劝(

e
)+

e l劝
‘

(
c
)+

e :

劝
“

(
c
)+

c 3

叻
, / /

(
c
)( , :

(
e 。功(

c ) + e ,必
‘

(c
)十

c :

叻
l,

(
c
)
、

+ e 3

少
, / /

(
c )

其中
, a 。, a 3 , c 。 , c l

( o ; a , ,

饥
, c 3

> o ;
‘

艺 }
a ,

l祷 。,

!b
。

!+ }b
Z

!铸 。,
」

乙 ! c ‘
,

}
1

铸 。、MlJ 若 bl = 功
‘

(b )
‘= O 成. 0

= 劝
’

(b )
,

方程(叼在边界条件
a 。, (

a
)+

a , g ‘(
a
)+ a :夕“

(
a
)+

a :夕“‘

(
a
)= 刀。,

b
。, (b )+ b

:

亏
“

(b )~ , 1

, ‘

(6 )二b l , e o , (
c
)+

c l, ,
(
c
)+

c Z, “

(
e
)+

c 3 , “产
(
e
)= y :

下有解
,

且满足(2
.

5 )式
.
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