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摘 要

在工程技术上常遇到如下问题
:

一个有一定厚度的平板
,

在 其一个表面的某个局部区域内加

热
,

热流沿边界面非均匀分袱 且随时间变化
。

这类问题在巳有的热传导专著中无现成的解 析解

可供使用
.

本文给出了此问题的解析解

关匆词 平板
’

热传导 解析解

其计算结果与实验对照
,

符合得很好
。

一
、

前
- 、一

口

当前
,

国内外用来计算固体的动态大变形过程的程序
,

如H E M P
,

D Y N A 等
,

都没有

计算热传导的功能
.

而在军用和民用的许多工程技术问题中
,

固体的形变运动往往是由于材

料局部受热出现了热应力 引起的
.

因此
,

物体表面局部受热后
,

材料内部热传导 过 程 的 计

算
,

成为人们十分关心的问题
.

在诸多有关热传导的专著中
,

虽然给出了许多情形下的解析

解
,

但对于物体表面局部受热
,

热流Q 在加热区不均匀分布且随时间变化这种复杂的情形
,

却没有现成的解
.

这类问题的一个重要特例是~ 块有卜比厚平板
,

在其一个表面上的某个局部

区域内
, 给以沿板面分布不均匀且随时间变化的持续加热

.

此例之所以重要
,

是因为许多表

面为曲面的物体
, 当加热区很小时也可近似作为有限厚平板受热问题处理

.

本文对此特例的
‘

热传导问题作了研究
,
给出了无穷级数的解

,
一

其计算结果与实验对照得很好
.

由于加热区集中在物体表面上的一个小区域内
,

故级数的项数要求很多
.

而级数的系数

需作数值积分
,

计算量较大
,
这就需借助计算机计算

.

但这比用差分求解的计 算 量 要 小得

多
,

且方便得多
.

因为此解可直接求解任意时刻的温度分布
,
而不需 从 初始时刻逐步计算

.

二
、

方 程 和 定 解 条 件

为简便起见
,

.

认为平板是圆形的
,

边界在
, 一产处

,

加热区力
: r
试

r 。

(
r 。《户)

,

板厚为
二。,

如图 1所示
.

在D 内给定热流Q 二 Q (
r ,

约 是空间与时间的函数
.

板的其余表面认为是绝热的
.

书
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这里不考虑固体受热后的熔化和气化
,
认为材

料内部的温度总是在熔化温度以下
.

在此条件

下
,

固体的 比热C ;
和导热率

、
可以认为木随温

度改变
,

加之固体在形变过程中密度变化可以

忽略不计
, 因而 C ;

和
K
也与密度无关

,

于是导

温率 a = 斌刃可万
-

是常量
,
其中p 。是材料的

初始密度
。

不失求解的一般性
,

把界面热流取

成如下形式
:

.....

rrr
叶
几
板板

Q‘一‘, 一Q
O e X p

{
一

l(寿)
2 “

+
(会)

2 ,

」}
这来源于激光器产生的激光照射在金属平板表面时所形成的界面热流形式

,

即 :
时

、

空超高斯

分布形式
.

Q
。

是热流峰值
, t 。是激光脉冲时间

’

宽度
, : 。

是光斑半径
, :
是平板上某点到光斑

中心的距离
, 才是热传导过程所经历的时间

, a ,

刀是超高斯指数
,

反应激光束的密集程度
。

例如 a ,
刀愈大

,

激光散失在光斑区以外的份额愈少
.

以后取。 ,

刀大于 1
.

二

用 口表示区域 母= {( 公, : ,

司阳( t< + OO
, o《

之
《街

, 。《r《户}
,

引入算符

~ 口
。

「 1 口 / 口 、
.

护 1 _ _
, _

产
, ,

_ ~
, ,

_

_ 一 ~ ~ 一一
,

~ , ~ _
、

, ~
、

卫 = 一 万玉- 一 a 」二 ~ 万万
.

妞r - 百丁 矛十万二厄
一

}
,

士是仕“网得到邓 卜掀卜怜寻力税 气用 1
农不恤岌 ):

Lj ‘ !
‘

T 口 犷 、 U 了 I Lj ‘ J

沦T = 。 (2
.

1 )

边界条件
:

·

臀}
: . 。 一。

。
(1 一。)·x p {

一

〔(青)
““

+

(氏)
2 ,

〕} (2
.

2 )

其中 冲板面对激光的反射率
.

‘

竺红 I
口r }

, . 。

dT
付

.

节牙
,

口r l

(2
.

3 )
之留二之O

二 O

二 O

(2
.

4 )

口T
扁~ ~ ~ ~ ~~ ~ ,

~

口r

时间条件
:

T }
: 一 。,

(2
.

5)
r ~ r .

T 。

T }
:、。” 有限

(2
.

6 )

(2
.

7 )

三
、

求 解

第一步
:

T (
r , 二 , 才) = U (

r , 二 , 才)+ 切(
r , 二 , 矛)+ T

。

, (
: , : , , )一

赞
(卜 。)

(卜最)
2 OX p

{
一

l(青)
’“

+
(奇)

“’

〕}

(3 一 )

(3
.

2 )

中足

令其满
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祭l
r _ r . ‘ ”

(异
《 ‘

)
记 f (

r , 之 , t )~ 一 沦甲(
r , 之 , , )

于是问题变为求解如下关于U 的定解问题

分U = f(
r , z # ) (在口内)

边界条件
:

(3
.

3 )

(3
.

4 )

(3
.

5 )

臀}
: . 。

一 0 ,

臀 }
: _ : 。 -

誉l
, . 。

一 等}
, _ r

一

0 (沿
二
方向) (3

.

6、 3
.

7 )

(沿r方向) (3
.

8 ~ 3
.

9 )

时间条件
:

U 】
: 一 。= 一甲(

r , : , o ); U l
:、 。

‘ 有限
:

第二步
:

根据线性方程解的可迭加性质
,

将U 分为犷和附之和
:

U (
r , z , 才)= 犷 (

r , 二 , *)+ 平 (
r , z , t )

其中 犷 是如下定解问题的解

(3
.

1 0~ 3
.

1 1 )

(3
.

12 )

穷犷=

边界条件
:

旦犷
一

!
口之 l

口犷

口r

。 (在D 内 ) (3 : 3 )

一 。;

臀 !
一 。,

奈 1

(沿
:
方向) (3

.

14 ~ 3
.

15 )

(沿
r
方向 ) (3

.

1 6、 3
.

1 7 )

时间条件
:

犷 }
: 。 。

= 一 甲(
r , z , o )

:

附是如下问题的解

沦牙= f(
: , 二 ,

约

边界条件
:

犷 I
‘。 . ”有限

(在口内 )

(3
.

1 5‘ 3
.

19 )

(3
.

2 0 )

口牙 l
_

口W I
一二犷一 -

l = U t 一代二, 一

l =
0 2 !扣

。
’

a Z I之= z0
(沿

2
方向) (3

.

2 1、 3
.

2 2 )

d牙 l
_

口牙
一 , 二一~ l = U忍 一不

-

- =
a r l, · o

’

a r r = r 份
(沿

r
方向) (3

.

2 3“ 3
.

2 4 )

时间条件
:

牙 }一
。一 。

,

班 }
:。二 ”有限

显然 由(3
.

1 2 )确定的 U满足定解问题 (3
.

5 )、 (3
.

1 1)

第三步
:
求解 厂

令 犷(
r , : , 才)二 犷

:
(公)厂

:

(
r
)V

。

(
z )

将此代入方程 (3
.

1 2 )
,

得

(3
.

2 5、 3
.

2 6 )

(3
.

2 7 )

1 d V
,

厂 1 l d 了
_ _

d 犷
:

下丁万石一 “一

L丁爪
~

下
、

-

刁下、
T ee

了刃
、+牛/ 犷 3

d
“
犷

3

d 之
2 (3

,

2 5 )
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设 l d 厂1

一

瓦
一
石了 =

1 l d / d 犷
, \

。

1
几 ,
万万一万

.
代了二一吸r

一

二二一
刀= 一拼

一 , 一瓦厂 -

犷 Z T “ T 、 “ , / 厂 3

d
Z
犷

3

d z 名
= 一 。 艺

(3
.

2 9 a
、

b
、
e )

将此三方程代入(3
.

2 5) 中
,

得到关系式
:

几= a Z

(一拌
2
一。么

)

(3
.

2 9 )的解为

犷: = A : e x p (兄云)
, V

:
= A : J

。

(拼
r
)

,
厂

3
= A

3 0 0 。。二 + A 4 sin o z

由定解条件 (3
.

1 4 )、 (3
.

19 )
,

有

(3
.

3 0 )

犷(
r , : , t )= E

v 。 :J
。

(“
, r
)e o “(。

: :
)e x p (几

, ‘t ) (3
.

3 1 )

其中

抢了, . 0

l汀

叨
二二

一
叹‘= U 一 1 , 艺 -

⋯ ) ;

2 。
(k == o , 1 , 2 ,

⋯ )
扭一补,一r

一一舌召

是一阶B es 朋l函数J l
(劝 = o 的第k个根

,

将海和 。 ,
代入 (3

.

3 0) 求得

)是待定系数
,

将切(
r , z ,

0) 展开成如下展式

久, :
·

。 , ‘
(k

,
l二 o , l , 2 ,

介�

一 切 (
r , “ , 0 ) = 艺 切。 :J 。

(拼
。r
) e o “(。

: :
)

介 , 了. 0

(3
.

3 2 )

比较系数得

梦舌王= 甲希乙
3

_

3 3 )

, , ! 一

赞
(卜 。)
命I;(卜

一 ) 。。“(‘兀
·

, d
·

·

丁:
‘

{一
p

卜(命)
“’

〕
‘
。

‘“二 ,
·

}
“·

( 5
.

3 4 )

其中

(l= o )

(l> 0 )

,10‘
子.、.
、

一一
B

N , 一音(
r ,

,
’

J“。
·『“

,
( 3

.

3 5 )

第四步
:
求解 牙 (r

, “ , t )

( 3
.

2 0) 式右端项 f (
: , 2 ,

约是释放热能的
“

能源
”

项
, :
时刻所释放的能量f (

: , 二 ,

动只对t> :

时刻的温度产生影响
.

可把 f (r
, “ ,

t) 看成一系列 f (r
, 2 , 丁

)之和

, (
· , 2 , ‘卜 I:, (

一
) ““一 , d

·

( 3
.

3 6 )

其中
r U

。(才一 了 ) 一飞1

(才铸
: 苦
)

( t =
r 釜
)

用h ( :
, 二 , t ,

动表示f (
r , 二 ,

司对 才时刻温度场牙 (
: , 二 ,

t) 的贡献
,

则

不‘一
‘, 一

又
“‘
一

公
,
‘, d

·

(3
,

5 7 )
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由冲量定理
, h(

r , z , t ,

钓 是如下定解问题的解

对h司 (在口内)

边界条件
:

(3
.

3 8 )

(沿 z 方向)

(3
.

3 9 )

(3
.

4 0 )
之= 才O

(3
.

4 1 )

(沿
r
方向 ) (3

.

4 2 )
r = r .

翻翻刽翻

时间条件
:

H 】二
。
= f(

r , : , ,
)

H }
. 、。 ” 有限

(3
.

4 3 )

(3
.

4 4 )

满足定解l’ed 题(3
.

3 5 )、 (3
.

4 4 )((3
.

4 5 )除外 )的解为

h(
r , z , t) = 艺 h , : J

。

(拼
, r
)c o s (。

: “)e x p (几
, 计) (3

.

4 5 )
今 , 卜 0

将了(
r , : ,

约在t = :
处展开

,

得

f(
r , z , r

)= E f
, :
(
‘
)J

。
(拼

, r )c o s (。
: “) (5

.

4 6 )
抢 , 王. 。

其中
R 户 rr 件 . 、 ?

j , ‘
(
丁
)一贡〔J

。““

J
。 j (r

, “ , 丁’J
O
L“, r’““吕L。‘2 ’“ r (3

.

4 7 )

这里

之
S 二二

一忿
。

B和N 飞见(3
.

5 5 )

将 (3
.

4 5 )
,

(3
.

4 6 )代入 (3
.

4 3 )
,
得

h, ,
(
:
)= f

, ‘
(
:
)e x p (一久

, : :
)

于是

不(一
‘卜J:

“‘

一
, d一 云

扮一名. 0

J
。

(。二 )。o “(。
‘·
)
I:
f一(

·
)e x p 〔“一(‘一 )〕d

·

(3
.

4 5 )

最后得到问题的解为

T (
r , z , t ) =

: 。+

普
(卜 , )(卜最)

“·、p

{
一

{(奇)
’“

+
(寿)

“’

」}

+
云

J
。

(。二)。。: (。
乙·
)e x p (“一 , ){

, , ! +

芡
, 一(

·
)e x p (一“

, ! ·
)d

·

}
(3

.

4 9 )

奋 ,

卜 0

其中 切, : ,

f
, :
分别由积分(3

.

3 4 )
、
(3

, 4 7 )确定
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四
、

与 实 验 对 照

现计算如下实例
:

一个厚度为
‘。= 0

.

IC m
,

半径为卢一 4c m 的铝平板 : P0 一 2. 7 9 9 / c m 、

‘ = 0
.

2 6 2 2 1 义 l o Ze r g / (。。
·

e m
·

K )
,
C : 一 9

.

5 0 5 又 l o oe r g / (g
·

K )
,

光斑半径
, 。= Ze m

,

激

光脉冲宽度t。 = 2 ; 5。 ,

反射率刀二 5 3 帕
,

激光强度峰值Q
。
= 0

.

5 9 7 X 1 0
一 吕[

.

1 0招e r g / (林“
·

c m )〕
,

超高斯指数 a = 刀= 4
.

下图中
“

一
”

代表解析计算值
, “

一
”

实验结果
.

,
了(、 ) 、 1

}
了(无)

愁0 ()

之工 l ,

t , 1 汤S

乙~ 2 乙‘
~ 、、

IC石飞八

/
产

/
/

/

/

匕厂一一l
..

i
L

l

l
.

es卜es

l
卜卜00000000爪

�吕J
J

卜声孙

入

t (s )沪�
叩00

jJnJ

业
少 尸

曰, 一
~

, ~ 一 ~ J ~

一
一

一
一

一
l��0

枷6oo渊硼1QQ

图2 各时刻沿平板径向温度的变化情况 图3 板面 中心点温度随时间的变化情况
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