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摘 要

本文提出了解K d V 方程周期边值问题的安全谱离散方法
:

在时间方向上采用 C h e b ys h ev 拟

谱逼近
,

在空间方向上采用Fo ur ier G al er k in 逼近
.

谱展开的系数由目标泛函的极小值来确定
.

同时证明了该方法的收敛性
.

关. 阅 K d V 方程 谱方法 G al er ki n 逼近 拟谱逼近
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K d V 方程

U . + a U U
.

+ U
. : :

~ f

的谱方法
,

在处理时间方向上采用有限差分方法
, ‘〕,

因而在时间丈 向上收敛的阶低于在空间

x 方向上谱离散方法的阶
.

为了得到整体的高阶收敛
,

自然希望在时间方向上也采用谱 离 散

方法
.

文献〔21 对时间谱离散方法进行了数值试验
.

在本文的第立节我们将看到
,

如果我们只

是对万程和初始条件采用常规的谱离散方法
,

那么由此导出的展开式系数的代数方程组将是

超定的
。

这就启发我们构造一个目标函数
,

并且通过 目标函数的极小来确定展开式 的系数
.

第三节我们将证明安全谱离散方法的收敛性
.

二
、

时间谱离散方法

令

I= {x : o( x < 2二 }
,

T = {t : 一 x< t< 一}
,

口= I x 了
’

我们考虑下述问题

D U 二U . + a U U
,

+ U
: , 二

~ f
,
口中

U (x
,
一 l)= 切(大)

,
I中
} 又2

.

1 )

其中了
, 中是戈的周期函数

,

周期为2二 ,

因此

U (x
, t )= U (x + 2二 , t)

,
V t〔[ 一 1 , 1〕

因为Ch e by自h ev 多项式关于权函数
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。 (t ) = l/ 双 i巧
2 t〔(一 1 , 1 )

我们定义 函数占(t) 的加权范数为

11
一 , , 、 二 2 , 二 、 J ‘ .1 二 1 . 2 1, ; : : ,

。 d 蜜 }{“
. :

n少翻 {2

: 。!! : 一 、
_ ,

叭
‘, “ 、‘, “ ‘ , ,,“ , , , , , 一 ’‘“”r 个 11习了 11

: 宁 “
‘

个 }l
、

刁西
一

}{
,

我们定义两个有限维空间

F , = S p a n {e ‘“二 :
{k l《M }

,
C 二 = Sp a n {T ,

(t )
, o( j《N }

其中
,

T , (t) 是 j阶C h e b y s h e v 多项式
,

同时用尸 , 记由刀 (I) 到F , 的正交投影
,
n N记由C (T )

到C , 的插值算子
,

即对任意的刀(t )〔七(T )
,

n , 刁〔C , ,

满足

n 二刃(t梦) = 刀(t夸)
,

(j= o ,
⋯

,

N )

其中
, t梦

,

j= o , l ,

⋯
,

N是 C h e b y o h e v 多项式 T 二 (t )在区间 [ 一 z , 1」中的极值点
,

即

t梦= c o s (j二 / N )
,

(j= o ,
⋯

,

N )

按照谱方法 的思想
,

我们 自然期望找到

“
(x

, t ) = 艺
。j o T ,

(t)
e ‘七‘〔C二因F ,

0 〔j石N

}k】落M

使得

(
u :

(t亨)+ a “(t梦)
u :

(t梦)+
u : : :

(t侈)
, 。

)= (f(t梦)
, 。

)

V 口〔F , , o《j《N

和
(
“(一 )

, 。
)= (切

, 。
)

,
V v 〔F ,

然而
,

这样的结果将产生一个超定的方程组
.

为了确定{。 , 。}
,

我们将构造一个目标泛函E ,
,

川 C N À F , , R 十 .

对所有的

“ E 功z o T , (t了e ‘七
‘

0石 j〔N
}k l( M

我们令

二, , , (切卜 ,一 (一卜尸, ⋯ , +
命茸坑

{}。? ( , ,
·

卜尸: , , ( , ;· ) : , (2一 )

J ee 甘

其中
, {t ; N }是 T Z 二 ( t )的极值点

,

1《j《ZN 一 l

二 o , ZN

,.
‘

j.且O山

r谧‘

一一
JJd

命题2
.

I E , ,

袱出 )在 C N ÀF , 中存在极小值
.

证明 E , ,

斌。 )可看作是由{功, , }到E , ,

斌田 )的一个非负多变量函数映射
.

因为
E , , 二 (田 ) , + co ,

当 {功, 。 I , + co , V j, k

存在一个正数R ,

值得对所有的切满足

乙 切二
* ) R ,

0〔j石N
Ik l提M

下述不等式成立

E , , 二 (叨 ) ) E , , 二 ( o )

另一方面
,

闭球石
: 在欧 氏空间 R ‘’如 ”

“

(N
+ ’ )是紧的

,

那么E , ,

斌。 )将在 刃:
中达到它的
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极小值
.

命题证毕
.

关于 目标函数极小值的数值方法在很多文献中均可找到
,

例如见文献 【4 〕
.

三
、

收 敛 性

为了导出收敛性定理
,

我们列出近似理论中的两个结果
.

引理3
.

1 〔
“’
假设函数刽幼是充分光滑的

,

对于0《q《
s / 2 ,

数
c ,

使得

I!n 二占一雪11。
, , < c N

Zq 一 B

lj占i{
: , ,

引理3
.

2 〔。〕 假设周期 函数叮(x) 充分光滑
,

对于 o( q《P,

数
‘,

使得

】】P , 亏一 刁】1。
, ,
(

c
M

q 一’

}刁1, , ,

存在着不依赖于N 和省的正常

存在着不依赖于M和刀的正 常

由上述引理和s o b ol e v 空间的嵌入定理
,

我们不难得到下面 两个推论
.

推论3
.

3 确定
。
(x

,

t)
,

且州x ,

约充分光滑
,

对于任意
r > o和充分大的M

,

N
,

我们有

i
‘ 。(, ) !.刀

·

(n
, 尸 , 。(, )一

。
(, ))I一孟d , 一 。(万一 + 万一)

其中 }al 《2二

推论3
.

4 确定
。
(x

, t )
,

且
。
(x

,

t) 充分光滑
,

我们有下面的估计式

S U D }n , 尸 , ”(x
。

t) 一 ”(x
。

t ) }《
e

气劣 , 「少七舀才

其 中
c
为正常数

.

下面的引理将表明泛函E , ,

以切 )等价于

!,功(一 l)一尸! , }., + l!
: 。(, )!!o 切(, )一 n : H尸: ! , (, )}!; d ,

引理 3
.

5‘“’ 假设雪(t) 是一个N 阶多项式
,

那么我们有

r l 仃 N l
_ r l

l
一 : 。(‘)雪

z

(‘)“‘喻
义
买云省

“

(‘了)《2
}

_ ; “(‘)省
“

(‘)“‘
J 一 甘

其中

rl
, 1《j《N 一

CJ = 1
“2 ,

j= o ,

N

引理 3
.

6 (G r o n w a ll不等式 )
L7 ’

L
,

使得

。(, )《
: + 五l

‘ 。(
:
)d

: ,

假设 州 t) > 0 在〔t0
,

T 〕上连续
,

如果存在着常数
‘和

V t任[t。
,

T 〕
J to

那 么下面的G r o n 讨al l不等式成立

”
(t )《

c e x p [L (t一 t。)〕

定理 3
.

7 假设 (2
.

1 )的解U (x
,

t) 充分光滑
,

且令
。〔C , ÀF 二为 E , ,

以 , )在C , À F , 中

的极小解
.

对于任意
r> D和充分大的M

, N ,

我们有下述估计式

{{。 ( t )一 U (t ) {}, ‘ O (M
一 ,

+ N 一 ,

)
, V t任[ 一 l , 1」

证明 令△
。 = u 一 U

,

由( 2
.

1) 我们有
A u ‘+ a (u u

二

一 U U
二

)+ △。
: : , = D u 一 f
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△u , = D “一 f一 a (“
u 二

一 U U
二

)一 △
u : , :

= D“一 j一 a (U △
u :

+ U
:

A 。+ △u△“
,

)一△
“: : :

在上式 两边
,

同时用△
“
作内积

,

我们得到

(△
。‘
(t )

,
△“ (t ))= (D

“
(t )一 f(t )

,
△u

(t ))一 a [ (U (t )△
“ 二

(t)
,
△。(才))

+ (U
。

(* )△
“
(t )

,
△。(t ))+ (△

。
(t)△

“,

(t ).’ △
“
(t ))〕

一 (△
“ , : :

(t )
, △“(t ))

因为U (约和△
“
(t) 以 2 二为周期

,

由分部积分容易得到

(3
.

1 )

(△
。: ,

(* )
,
△u

(t ))= 一 I△
“
(t ) ,飞

, , ,

(△
u
(t)△

。二

(t)
,
△。 (t))= o

(△
。
⋯ (, )

, △。(, ))一 。
,

(U (‘)△。
·

(, )
, △“(, ))一专(

U
:

(‘)△。 (‘)
, A “(‘))

于是 (3
.

1) 可化简为

(△
“ .
(t )

,

假设 s u p IU
:

(x
,

(戈
,

才)(口

△u
(t ))= (D

u
(t )一 f(t )

, △u
(‘))一号,(U

·

(‘)△
“
(‘)

,

△u (t))

t) 1= K
: .

由上式可得

(△一(, )
,
△·(, ))、合(,.。“(,

卜 , 、, ) !., + l△
·
(, )}}, )+

粤
:△·(, )}!,

三
合:D

·
(, ) 一 , (, )l, +粤

。△
·
(, )l,

积分(3
.

2 )
,

同时往意到。(t)> 1 , t〔(一 1 , 1 )
,
我们得到

.

1

}!△
“
(才)}l}《 l△“(一 ‘)11}+ l

由引理 3
.

6 ,

我们有

l彻(t)l}《({}△
。
(一 1 )I】芬+

因为

。(t )ID
。
(t)一 f(t )}}}d t + 刀\ l}△

u
(t )11}d t

。(t )l】D u (t)一 f(t )I}}d t)
e Z声 (3

.

3 )

}!△
“
(一 )l}== }{

u
(一 1

‘

)一 甲l{}《 2 (j】
“
(一 1 )一 P , 少l}+ l}P , 甲一切I}孟)

l:
: 。(, )。。·(,卜 , (, )l, 、, 《2

(l:
:
(。)。D ·(,卜 n : ! p : , , (‘) : , d ‘

+
l:

: 。(, )In
: ! p : ! , (‘卜j“)l, d ‘))

考虑到引理 3
.

1和推论 3
.

3 ,

我们有下面的估计式

l△“(一 , )一, + 气
‘ 。(, )}l。

。
(, )一 , (, )r一}J ,

( 2(11“(一 ‘)一 p ‘甲111+ }
_ 1 。 (‘)}ID

“
(‘)一 n , “p : ‘f(‘)11}d ‘)

+ O (M
一 “,

+ N
一 “f

) (3
.

4 )

令 “. = n 万尸二U
.

我们得到下面一系列的估计式
. 1

卜(一 ‘)一 p ‘ , l, + 、
_ ; “ (‘) .ID

“
(‘)一 n

: , p
: , f (‘)l, “‘

《E

《E

(
“
)

(“
补
)
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.
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其中
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, _ _
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.
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。
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.
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.

6 )中的项

, l

。 (才) !1
“爷(t )

“
: (t )一 U (t )U

:

(t )}}孟d t

是由于K d V 方程中的非线性项产生的
.

。 (t) }}
。补
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·
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+
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同时由推 论 3

.

4 ,
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,

f)(幻
我 们 假 设 s u

(劣
,

t
P
)(g

!
u 势

(x
, t )一U (x

, t) !

= K 3 ,

最后我们得到
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u 爷
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: (才)一 U (t )U

二
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一 1

、3
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.
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; 。(, ) }: : (‘卜 U

·

(, ) .}, d ‘)

.

‘‘. .J尸‘. . ,‘
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一2 ,

) (3
.

7 )

由 (3
.

3 )、 (3
.

7 )
,

定理3
.

7得证
,

因而证明了K d V 方程时间谱离散方法的收敛性
,
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