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摘 要

本文提出向量为其幂向量和向量幂级数
.

向量幂级数由一实数和某一向量联合组成的
“

复合

向量数
”

及其函数有重要涵义
。

这数也有运算法则
.

从复合向量数的函数理论分析知其函数有导

数和解析函数的必要和充分条件
.

这些条件构成了
“

双曲型
”

方程的特征以及函数的积分性质等
。

关钧词 复合向量数 幂向量 双曲型方程

一
、

幂向量和复合向量数的提出

人们在研究全非线性力学或物理学非线性问题时
,

可取主要的参数用幂级数如 L a u re n 七

或 T a y lo r 级数展开
.

在力学中
,

这一参数主要是向量
,

例如速度或加速度等
,

而在物理学

中则如温度梯度 (向量 ) 等
.

这些物理问量在极高的数值时
,

例如自 由 粒 子 按 接 近 光 速

(、 3 x 1 0 吕m /s )运动时粒 子就会出现一种奇怪的运动非线性效应
.

这种效应就是把运 动 的 速

度按L a u re n t级数展开的结果
『‘’.

在一般的情况下
,

物理J量 (速度
、

加速度
、

⋯ ) 可按下述向

量幂定义的方法展开
.

为此先定义幂为川》0) 的向量 A 是由以下内积向量组成
:

A
,

= A ‘
.

A 了= A l .

A l
. .

⋯ A
‘

.

A I. A
I

· ·

⋯A
l ~ A

.

A
. ·

⋯ A
、、- 一、 产

一
、- 一、一- 了 、~ - 、尸- 2

f 了 f+ j

上式中i+ j= ”
.

在下面特殊情况下

( i ) A
,
= 1 (定义为 1 的标量)

, ”一 o ,

(11 ) A , = A n = 1 ,

(111) A
Z
= A

·

A = A 么 ”= 2 ;

(iv ) A 3 = A ,
·

A ‘
·

A ‘= A
z

A (由 (11)和 (111))
n = 3 ;

(v ) A
4
= A ‘

·

A 3 = A
4

(由 (11)和 (iv ))
n = 4 ,

. . . . . .

⋯ ⋯

对高速运动的粒子而言其物理参数如速度向量V 的幂级数
:

L 二 乙嘶 v
“
二州均 + 柳 (价 (1

.

1 )

1 上海交通大学工程力学系
.
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式中切(厂)一 乙、
。

犷“是v 的能量部分
; 劝(V )一 E

a : 。 十 1厂“ “是 v 的动 量部分
〔2 , , 〔a , ; 而 几

为V 的单位 向量
.

当给定犷后
, 甲及劝都是定值

,

则L 就成为一
“

复合向量数
”

了
.

二
、

复合向量数的运算法则

在描述复合向量数运算法则之前对式 (1
.

1) 中出现的单位 向量几可视为乘子 k
,

其运算符

合向量内积定义及推广
:

h l = 花= k ;

花
2
二 k

Z
二 1 ;

瓦
8
= k3 二 k ;

掩
‘
= k 4 一 1 ;

1牌 = k (由 (11)而得 )
.

(2
.

1 )

111111ivv
‘

‘
声

了、
口

了.、了r、‘
、

现在讨论复合向量数的运算法则
:

1
.

加法运算

设复合向量数 A = a , + k吸
,

B 二 b , + kb
,

(以下法则运算都仿照A和B 二个复合向 量 数 )

则

姓+ B 二 (a l + k a :

) + (b , + k b
Z

) = (a l + b , ) + k (a Z + b
:
) (2

,

2 )

2
.

减法运算

A 一 B 二 受a , + ka :

)一 断b
, + 几b

:
)= 吃a l 一奋1

) + k 若a
: 一 b

Z

) (2
.

3 )

特别从加法和减法运算知得出二个复合向量数相等的条件是

A = B
,

只 有当
a , = bl , a Z

二 b :
’

(2
,

4 )

3
.

乘法运算
A B = (

a , + ka :
)(b

, + kb
:

)= (
a : bl + a :

石:
)+ 壳(

a lb : + a :

b ,
) (2

.

5 )

4
.

局部除法运算

(1)
普
一

器豁
一

瓮
+

今
(2 )
誉
一

会荞豁
一豁

+

今

(当b : = o ,
b l链 。); (2

.

6 )

(当b , = o ,
b : 铸 。)

.

(2
.

7 )

由以上运算法则可得以下三律
:

1
.

交换律
: A + B = B + 山 A B 二 B A

.

2
.

结合律
:

(A + B )+ C 二 A + (B + C ); (A B )C 一 A (B C )
.

3
.

分配律
: A (B + C )一 A B + A C

.

以上三律都可以用 A 二 a l+ ka
Z ,

B = 石; + kb
:

和 C = ‘, 十kc
Z

给出证 明
.

(2
.

8 )

(2
.

9 )

(2
.

1 0 )

三
、

复合向量数的函数 f( z )

设一复合向量数
Z 二 % + k夕 (3

.

1)

是复合向量数域毋内一 个点Z 〔魔
,

’

而在另一域 夕中能找到与之对应的复合向量数牙 (〔牙 )
,
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则称在男数域上定义了一复合向量数函数并记为

牙 = f (Z ) = u
(x

, , )+ kv
(朴 夕)

式 (3
.

2 )定义的函数f(Z )
,

读者一定是清楚的
.

以下我们定义复合向量函数的连续性和导数
.

设f (Z )是域男上的函数
.

在毋内选择一点Z
。,

如果

lim f(Z )= f(Z
。

)
Z 一 Z 。

则称f (Z )在Z
。

处连续
,

Z
。

称为f 厂Z )的连续点
.

如果f (Z :
在整个魔上所有的点都连续

,

f(Z )在男上为一连续函数
.

设f(Z )在男上是连续函数且Z
。
〔男

,

如果有极限 (按局部除法运算 )

(3
.

2 )

(3
.

3 )

则称

11现
Z 、 Z 。

f(Z )一 f(Z
。

)
Z 一 Z

。
= lim

Z * Z 。

△f( Z )
八Z (3

.

4 )

存在
,

则称f (Z) 在Z 。
处是可导的

,

我们称此极限值 (3
.

4 )是f(Z )在 Z
。

处的导数
,

n一Z
f

/

‘Z )
{
: 。

或 d f(Z )
d Z

用记号

(3
.

5 )

表之
.

四
、

解析函数的重要条件

与复变函数一样能定义复合向量函数为解析函数
.

如果 函 数 f(Z )在复合向量数域魔内

所有的点z 上都有导数存在
,

则称f (z )是男的解析函数
.

以下要分析和建立判 别 f(z) 为解

析 函数的必要与充分条件
.

(a) 必要条件

已知f (Z )二 u( x ,

功 + 如 (x
,

功为复合向量数域男的解
卜

析函数
,

则按上述定义必存在

f
‘

(Z )一 lim
△Z 、 O

f (Z + △Z )一 f (Z )
八Z (4

.

1)

按局部除法运算有

1im
△x * 0
△y = O

这表示

lim
△x * O

f(Z + △Z )一 f (Z )

△Z
= lim
△y ‘O

△x 一 0

f (Z + △Z )一 f(Z )
A Z (4

.

2 )

u
(x + △、

, , ) 一
u
(x

, , )
△义 )

+ k
v
(% + 么、

, 夕)一 。
(x

, 夕)
A x

11班
△y‘O

/ “
(x

, g + A夕) 一
u
(x

,

夕)
吸

-

一—- 一

—
- 刃币厂丁一一——

一
~

气~ 邢

、 付凸沙

。
(%

, , + A , ) 一
。
(%

, 夕)
k△y )

立刻得

己U

口戈

根据 (2
.

4 )
,

则得

口u

口X

这就是必要条件
.

.

J口 1 口u
.

口口
,

口肠
.

d ”

十 乓
~

了兀
一

二 了
‘

- 反 ;
一

十 一二丁二 尺 一布丁 十 一; , 州
口荞 “ 口刀 U 沙 U y O y

口口 口“ 口”

一石犷
, 一

而
=
五 (4

.

3)
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(b) 充分条件

由于口可口% 一 口刃即
,
口“/即 二口川口x 成立

,

则设增量

八研 一 f (Z + △Z )一 f(Z ) = 么。 + k△。

口u * .

口u * . * . * . ,

l 口口
‘ .

口刀
,

⋯
、

=
~

万万
-

凸 x 十 下汀厂 丛g 十￡1凸X 十匀凸夕十峨
- 万万△X 十飞认

一△夕十粉1△x 十叮: △夕 j
以 八 以J 、 u 人 口 分 I

其中当△X” 0 ,
△夕” 0时

。, ,
匀 ; 刀1 ,

仇, 。
.

现将 (4
.

3 )代入上式并整理后得

么不F

AZ

d “
. ,

口”

-
一贾万二

~

十 左
一

万二了 十 (自十总勺l)
以人 LI 人

△火

△x + k△夕
+ (

e : + 介粉:
)

△y

△戈+ k△y

由于△Z = 八x + k△夕为一级小量而 (
。 , + 初

1
)△x 及 (

。: + 助
:

)△夕为二级小量
,

故当 △Z 、 D , 。, ,

e : ; 专: , , : 、 o时
,

上式必有

一一

犷一Z川一△
f
‘

(Z ) = lim
△Z * 0

口u
. ,

口v

下万下一

十 匆一万了
-

U 兀 O 兀

所以f (Z )为解析函数
.

类似地可得
:

f
‘

(Z ) = lim
△Z , O

八不于
/

么Z

口”
. ,

口u

二
一 ~

不了 , 十 白一万二一

a 万 U 夕

这就是充分条件
.

要和充分条件是

口u

口X

综上所述
,

函数f (Z )二 u( 、 ,

功 + 如 (x
,

功在复合向量数域买内解析的必

口口 6了 口u

百云
~ ,

~

百牙 =
一

雨

成立
.

这里
,

请读者把上式试与复变函数论中著名的 C a u c h y 一R ei m a n n

件 (4
.

4 )更完整和对称
.

(4
.

4 )

条件相比较知条

五
、

双曲型方程的建立

若对式 (4
.

4 )进行一次求导
:

、

口
Zu 口

2” 口
2刀 口

Zu
、

百天奋 = 丽万
~

,
~

孤雨 二而
『

由此对侧 x ,

功得

口
2“ 口

2“

万了 一雨犷一 0 (5
.

1)

类似地对州火,
功得

口
2刀 口

2。

万石沦
-

一 面不厄
一
= 0 〔5

_

2 )
a X

一 a y
一 、“

.
二 /

式 (5
.

1)
,

(5
.

2 )是对
。
(x

,

功及州% ,

功 满足的
“

双曲型方程
” .

双曲型偏微分方程在工程或数

学理论上有很多用途
,

它可描述弦和薄膜的微幅振动
;
波的传播问题

·

⋯ 从这 里研究的情况

来看
,

这些问题都可以统一到复合向量函数理论中去
.

如果进一步研究式 (5
.

1) 和 (5
.

2 )
,

则

可以得出

口4“ 口气
~

万石万
~

一 万不f = 。 (5
_

3 )
口义

,
a 夕

- 一

、.
‘

J ,

类似地也有
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口4 ” 口
4”

话叹刁 一而
不 , 。 (5

.

4 )
即

这里也请读者把式 (5
.

1 )到 (5
.

4 )试与调和函数满足 L a p la 乙e 方程及满足
“

双 (重 ) 调和
”

方

程进行比较是很有意思的
.

至于奴曲型方程和复合向最的几何意义或物理意义将在另篇文章

申提出来
,

、 ‘

/ \ 、 复合向量函数的积分问题

设 函数f(Z) 在数域夕内解析且f
‘

(’Z )连续
,

则 f (子 = 州 x ,

功 + 如 (x
,

功在男内沿任意

封闭线C的积分

手
。
“ Z ’““一 。

(6
.

1)

为了证明 (6
.

1)
,

性广色、、
.户.、,、J

手
。

试作积分

f (Z )d Z = 。
(
“
(‘

, 夕) + k” (‘
, y ))(d X + kd 夕)

。
(
u d x + ”

勿) + k

l
。
(
v d 二 + u d 。) (6

.

2 )

根据 G r e e n 定理
〔4 ’

(
。
‘Pd

·+ Qd
, , 一叭

。

(器
一

器)ax “

式 中P (%
,

川
,

Q (二
,

功在域多上解析且连续
,

则 (6
.

2 )中的二式分别有

。
(
u d ‘+ ”

(
。d x + ”

、)一叭
、

喂
( f / 口“

a川 一 }、纵气
一

石天 -

(6
.

3 )

户‘恤, ,护几产吸.,‘

根据条件 (4
.

4 )
,

手
。

式 (6
.

2 )的二式都为零
,

于是

f(Z )d Z 二 。

对f (Z )的封闭线积分为零的结论将对研究复合向量函数理论起到非常重要的作用
,

将另文研究之
.

(6
.

4 )

为此我们

七
、

几 点 结 论

1
.

由幂向量的定义可 以提出对向量幂级数的运算
,

从而实现了一实数与一向量联 合 组

成一复合向量数及其函数
.

2
.

复合向量数满足运算法则和兰律
.

3
.

建立了复合向量解析函数f(Z )满足的必充条件
:

V一火口
一口

一一

路一夕
�
d一口口u 口刀

口x 一 J刀

口
Zu 口

Z u

瓦丁 一
~

J驴
~

(7
.

1 )

口
Zv

0 ,

石无乏
口

2”

砂
~

一 (7
.

2 )
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4
.

解析函数f (Z )的封闭线积分为

手
。

“‘’“z 一 “ (7
.

3 )

〔1 ]

一

[ 2 〕

[ 3 ]

[ 4 1
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