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闭轨道直径函数的不动点
’
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摘 要

由引入最一般的压缩条件
,

在完备度量空间中
,

对一类具有闭轨道直径函数的自映射证明了

不动点的存在性
�

这一条件不仅包括了 � ��
� � � 型也包括了�

�王�� 型
、

� �� � �和� � �� �  
型压缩条

件
�

给出的实例表明了本文方法的有效性
�

关键词 闭轨道直径函数 不动点

一
、

目�� 吕

� � �� �型
〔� ’、

� � � �� 和� � � � � 。型
「‘’
压缩条件比� � � � � � 型

〔“〕
压缩条件更为一般

�

但是

迄今仅有 � � � � � � 压缩条件被用来证明在度量空间中具有闭轨道直径 函数的不动点的存 在

性
�

本文首次导出了在度量空间中证明闭轨道直径 函数不动点存在性的一类压缩条件
�

� �� ��
� 型

「� ’、

� �� � �型
� ‘’

、

� �� � � 川� � � �� � 型
〔‘」
压缩 条件仅是本文提出的压缩条件

的特例
�

二
、

预 备 知 识

定义 �〔
“ ,
设 ��, � � 为度量空间

,
� 为� 中的 自映射

�

如果用 � �川 一什、
� 。〔� �表示

� 在� 中
二
点处的轨道

,

用川司表示� �司的直径
,

即

� �
�
� � � � � ��

“ � ,
�

”�
�

�
, ”��

则称函数 � �司为关于� 的轨道直径 函数
�

如果

��� 之。� 二和��� � �
� 。
�� ,

朴叶以 � ” � , � � �

蕴含, � � �习
,

则称�是闭的
�

定义�“
� ’
如果�� �� �� 一 。,

则称轨道直径函数 � �司在度量空 间� 中是递减的
�

之
〔�

现证明如下一些引理
�

葬 本文原文为英文
,

由吴承平译为中文
,
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引理 � 设 ��
,
�� 为一度量空 间

,

对所有的 、 , 夕〔�
,
� � � � � 为满足下列不等式的映

射
,

� �� �
,
�

’

� �《
� � �二

, 夕�� ��� ��
,
犷� �� � �夕

, � 夕�〕

� � 〔� ��
,
� 刀�� � �夕

, � 戈�〕�
� �� �戈

,
丁
�� �

� � �夕
,
�

�二�〕� � �� �� �
,
�
�二�� � �� 夕

,
�

￡� �〕 ��
�

��

其中
, � ,

�
, � , � , � � �且 �� � ��� � � � � � � ��簇 �

�

则对所有的� 〔� 和
� 〔� 有

� 、� “ �
,
� , � ’

�� � � ��
“ 一 ’二,

梦, 司

证 明 利用不等式 傀
�

� � ,

有

� �丁‘
� ,

丁“ “ 二
�成

� � �丁
, 一 ’� ,

犷“二�� ���夕
, 一 ‘二 ,

丁“ � �

� � ��
‘二,

� “
� ’二
�〕�

� 〔� ��
” 一 ’二 ,

� “
� ‘�
�

� � ��
‘二 ,

� “司 〕� 或� ��
” 一’二 ,

� ‘
十 ‘

司

� � ��
“ � ,

丁“
� ‘

�� 〕� � 「� ��
“ � ,

� “ � ‘

��

� � �� ”
� ’二,

� , � ’

司〕

化简得

� ��
仍二 ,

�
’

饥 斗 ‘�
�� �

� � �� � � �
��� 一 �一

� 一 � � 一 夕�
一 ’� ��

“ 一 ‘二,
� “二�

《� ��
“ 一’二,

� 仇��

引理 � 证毕
�

引理� 设� 为度量空间 ��
,

司 中满足 ��
�

川式的 自映射
,

则

户�
� � � � � � � �

二 ,
�

”�
�

”‘�

证明 显然

� � � � �
� ,
�

”二
�� � �

二
�

”
〔�

对任意�
, � 〔� ����

,

由 ��
�

��可得

� ��” � ,
�

”�
��

� � ��
, 一 ’二 ,

7

’” 一 ’z

)

+ b 〔d (T
“ 一 ’z ,

T
仍
z) + d

(T

” 一 ‘二 ,

户习 」 互
_

+ e [d (T
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T
蛇 z
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(
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T
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+ e [d (T
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T
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) + d ( T
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+ 夕〔d (T
, 二,

T
“ 卜‘z

) +
d

(
T

”二 ,
T

, + ‘z
) 〕

化简后可得

d (T 饥
二 ,

T
”二

) ( (
a
+ b +

c
+

e
) (

1 一 a 一 Z c 一 e 一 夕)
一 ‘

·

〔d (T
“ 一 ’z ,

T
“z

)

+ d ( T
” 一 ’z ,

T
” z

) 〕+ 2 (
e + 夕) ( x 一

a 一 Z c 一 e 一 夕)
一 ’

·

[
d

(
T

“z ,
T

, ‘ ’

司 〕

由归纳法
,

利用引理 1
,

很容易证明对任意。〔N 有

d (T
‘z ,

T
, 十 ‘

z) 《d (
二 ,

T 封

当T 满足条件(2
.
1) 时

,

则有

d (丁
”二 ,

丁
”二

) ( (
a
+ b +

e
+

。
) (

l 一 a 一 Z c 一 e 一 g )
一 ’

·

[
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(
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T
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(

二 ,
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e
+

g
) (

1 一 a 一 Z e 一 e 一 g )
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( d (介 T 习 对所有m
, n 〔N \ {o } (2

.
2)

因此有

P (
二
) =

s u P d

拼
.
”‘N

(T
“二 ,

T
“:

)《su p d (
z ,

T
”二

)
”
〔万

因此
P (

二
) 一

su P d (
二 ,

T
”二

)

成N

引理 2证毕
.

三
、

主 要 结 果

定理 设 (E
,

d) 为完备度量空间
.
则满足 (2

.
1) 式的具有闭轨道直径 函数 P( z) 的 自映射

T :E , E 在E 中有不动点
,

当且仅当川司在E 中是减函数
.

证明 其必要条件是显然的
,

现证充分条件
.

因为 in fp (之) = o

z
〔E

则 (刃
,
) k( N \{ 0} 为E 的非空闭且T 不变的子集的套序列

,

其中

M
。一 诬二〔E :川司( 1/花}

现在我们来说明
,

当k趋近于无穷大时
,

占(刃
·
’一

:

髻冻少(
“, “ ‘

’

收敛于零
.
事实上

,

利用引理 2 对任意
二, z 产

〔M
。和所有。

, n 〔Z 以0}
,

可得

d (
二 , 二 ‘

)成d (
二 ,

T
‘z

) + d ( T
“z ,

T
” 二 ‘

) + d
(
T

”二 ‘, z ‘

)

《户(目 + d (T 、
,

户
: ‘

) + 川
z‘

)

利用 (2
.
1)

,

可得
d (T 饥

z ,
T

介 : ‘

) 《(
a + b+ c+ e)(1一

‘一 Z e 一 e 一 夕)
一 ’

[ d (
T
仍 一 ’二 ,

T
价:

)

+ d (T
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丁
”二 ‘
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2
(
e
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夕) ( 1一

a 一 Z c 一 e 一 夕)
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·

d
(
丁, z ,

T
‘ 十 ’z

)

由引理 2
,

又有
d (T , 二,

T
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a 一 Z c 一 e 一 g )
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[ p (
二
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+
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e
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1 一 a 一 Z c 一 e 一 g )
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·
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(

:

)
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a + Zb+ Ze+ 4e+ 29)(x一

a 一 Z c 一 e 一 g )
一 ‘

《1
,

再由(3
.
1)和 (3

.
2 )就可得

d (
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) 《p (
z
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由套原理
,

我们有 n
寿〔N \王0}

2〔 n 万
。

k〔N \ {0}

则在E 中存在序列{
二,

} 展刀 \姗
,

因为户是闭的
,

我们得到

z。〔M
; , 对每一人〔N \笼。下有ll m

二。~ 之
‘

l i m p
(

: 。
) 二 。二 p (

: )

这就是说
z
是T 的不动点

.

例 现通过下列例证来说 明本文定理
。

设X = 〔。
, 1 〕具有通常的度量d

,
d 由下式定义

d (x
, 刀) ~ }二一夕}

如果利用 T x = 刁4定义T
:
X o X

,

设
a一 1/ 4和b

, c , e ,
g 《 1/1。。

,

则 T 显然满足 (2
.
1)

且 。为T 的不动点
.

推论 1 如果在不等式 (2
.
1) 中取

a = ‘= e
= g 二 0及6二 1/ 2

,

则 (2
.
1) 变为

d (T x
,

T 夕)《 [d (x
,
了

’

二
) + d (

夕,
T 万)〕/ 2 (3

.
3 )

这就是 K a n n a n型
〔3 ’
压缩条件

,

并可导得K al in d e[ 2〕中的结果
.

如果在不等式 (2
.
1) 中取

。一 。一 g
,

则对所有二 , , 任E
,

可得

汀 (犷二
,

丁g ) (
a :了(

大 ,
g ) + b [ d (

x
,

7
二) +

〔全了刀,
了g )诬

+ ‘〔d 文二
,
丁功 + J (夕

,
了劝〕 (3

.
4)

其中
a ,

b
, e

》o且3
a + Zb + 、e( 1

.

这 又是H ar dy 和R o g er s型
〔’〕
压缩条件

.
为此我们有

推论2 设(E
,

d) 为完备度量空间
.
则具闭轨道直径函 数 川到

,

满足怜
.
劝式的 自映射

了
:
E , E 在E 中有不动点

,

当且仅兴川旬在E 中为减函数
.

证明 可用本文定理证明如下
:

如果取不等式 (2 1) 中
。
= o 一 g 一 ‘,

则对所有二 ,
g 〔E 可得

d (7
”

x
,

T , ) 簇讹〔
z (

x , 夕) + b [d
「x ,

T
x

) + d
(夕

,
T g

) 〕
.

(3
.
5 )

其中
, a ,

b 》o且3
a + Zb( 1

.

这就是R ei ch型
「‘’
压缩条件

.
为此我们有

推论3 设 (百
,

(I) 为完备度量空间
.
则具有闭轨道直径函 数 川z) 并满足 (3

.
5)式的 自映

射T
:E , E 在E 中有不动点

,

当且仅当P( 习在E 中为减函数
.
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