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摘 要

本文研究了Fe ig e n b a u 。吸引子和周期窗口中F e ig e n b a u m 吸引子决定的形式语言
,

讨论了

它们的语法复杂性
.

证明了这类吸引子都是 E T OL语言
,

从而是上下文有关语言 (C SL ); 而不是

上下文无关语言(CFL )
。

关镜词 形式语言 揉序列 复杂性

一
、

一 些 概 念 和 记 号

这里我们先叙述本文涉及的一些概念和记号
.

设f是区间I = [a
,

句上的单峰映射
, ‘
是f在 I上唯一的临界点

. c
将 I分为I , = [a

, 。
)

,

I: =

(
‘,

句两个子区间
.

当x = 。
时记为c ,

当 x〔I ,
时记为。, x 〔1 2

时记为 1
.

这样任一条轨道就可以

表示为万= {O
, l }上的一个符号序列

.

设
:
是刃上的任一有限符号字

,
{: }表示

s的长度
.

长度为 o的符号字记为几
.

如果
: = 。。。

称“是
s的前缀

, 。
是

s的后缀
.

脚 ”和二都是
:的子字

.

记 S = {5 4
5 = (

s : s : ⋯s 。

⋯ )
, s 。

〔万
, n > 1 }

定义 S上的移位算子 a ,

若
: = (句

: 2

⋯ s。⋯ )
,

则
a (

s
) = (

s : 5 3

一s 。

⋯ )
, V s〔S

在 S上可以引入序关系 =
,

< 和 >
,

首先让 。< 1
.

对 V s ,

班S
, : = (51 5 : ⋯s ,

⋯)
,

’

t =

(t
lt : ⋯ 才

,
⋯ )设

s簇才
, s ‘= 才‘, 1《‘《

。一 1 , s。铸 才
。 .

如果
s , ⋯ S 。 一 1

中含偶数个 1 ,

那么当: 。
< t ,

时
s < t

.

如果s1 ⋯ S 。 一 ,
中含有奇数个 1 ,

那 么当‘ < t。时
S > 才

.

如果对 V i李 1’ s ‘= 八
,

则称
: = t

.

从f(
“
)出发的轨道对应的符号序列叫作揉序列 (k n ea d in g Se q u e n ce )

,

简记为 K S
.

K S 是移位最大的
,

即少 (K S) 《K S[
‘’, V i》 1

.

对任意x 〔I
,

从f (x) 出发的轨道对应的符

号序列
:
一定满足

二‘(
s
)( K S

,

V ‘> x

对于一维单峰映射
,

它的动力学行为完全 由K S 决定
.

定义飞
.

1 5〔S
,

如果满足
a ‘
(
s
)< K S

,

V 公> 1

, 本文得到国家攀登项目
“

非线性科学
”

基金的资助
,
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,
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贝叮称
s

是允许字
.

对于给定的 K S
,

我们定义形式语言
〔“’

L 一王。〔刃叫功是K S 或者允许字
: 的有限子字 }

下面称L是由K S 决定的语言
.

二
、

Fei ge n b a u m 吸引子的K S和语言结构

F ei g e n b a u m 吸引子是一维单峰系统的重要情况
,

对它曾作过大量的研究工作
工’, 3 , ‘’.

本

节中我们讨论它的K S 的性质和由K S 决定的语言的结构
.

定义 2
.

1 同态 h : 茗肠* 刃劳
定义如下 (刃二 {0, 1 })

h(几) = 几
,
h (o ) = 1 1 ,

h (1 )= 10

一

h(粉) ~ h(劝 h (功
,

V 为 , 〔刃 ,

定义 2
.

2 记 t。二 l,

递推地定义万上的符号字序列行
,

} :

t。一 1 , 才。一 h (才
, _ 1

) 丫n
> 1

写出 {t
,

}的前几项才。= l , t l二 10 , tZ = 10 1 1 , t 3 = 10 1 1 1 0 1 0
.

对符号字
s = (

5 1⋯ s ,

)
,

定义

宫= (
s : ⋯含。 )

.

即考是由
s
将最后一个符号

s ,

取共辘 沛
。 = l则 宫。二 的 s。 一狈U宫

,

= l) 得到的符号

字
.

从上面的例子可以看出, 。
一 t 。 _ 1去

, _ , .

用这样的记号F ei g e n b a u m 吸引子的揉序列 t . 可以看成是王t
。

}
。、 。

的极限
.

‘是一个无限

字
,

它的长度为2 ”的前缀就是才。 , n
》 0

.

引理 2
.

1 枯 = h( t动

这从h的定义就可以看出
.

引理表明几是h的不变量
.

引理 2
.

2 设
a 二
任万是几的第

。
个符号

,

(即几二
a la Z

⋯ a ,

⋯ )对任意整数k》。,

· 2 * (2
· + , )一
于

‘

O

k是偶数

k是奇数

这里
n
》。

.

证明

结论成立
.

对几进行归纳
.

如果掩= o ,

从h (
a , * 1

)一
a : , + la 2 , + 2

(
n
> o )和人(o )二 x l,

h(1 )一 10知

归纳假设引理对k 一 l成立
.

从关系

h (
a Z “一 ; (2

。 + i )) =
a Z ‘(2

。 + 1 )一 , a Z‘(2
。+ 、)

和h( Q) 一 11
,

h( l) 一 10 可见对鸽 }理成立
.

口

引理2
.

3 气不 以 1 1 11 作为它的子字
.

证明 由引理 2
.

2 ,

当k一 。,

几一 a , a Z
⋯ a ,

⋯中仇
。 十 1 (。> 0) 等于 1 ,

则九不以00 作为子字
.

反设几二ul 1 1 1。 ,

不失一般性可 以假设 }ul 是偶数
.

这样从几 ~ h( t动
,
h (0) 一 11 知如果 几 ~

叭川巧 则‘以00 作为子字
,

得出矛盾
.

口

引理 2
.

3的结论可以推广成下面的

引理2
.

4 t . 不以雌 (~ 才
。t衬 , t,

)
,

k李。作为子字
.

证明 反证法
,

设 t

一
u 才孟

。 ,

如果能够证明 }。 }是 !t
* J的倍数

,

那么从h 抢(t
. )一t一 ,

h .
(l)

”八和 引理2
.

3可知结论成立
.

下面就证明 lul 是 }才,
f的倍数

.

对k作归纳
.

又矛k ~ o ,

结论已成立
.

设对寿一 1已成立
,

讨论情况 k
.

如几一 ut , 汉
,

将它重
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写为t

一
。t。 _ 1之

。_ , 。, .

由归纳假设
,

可见 I
“
}是 !r。

_ : }(一 2 七 一‘

1 5 9

)的倍数
.

如果 1
“
{是 }t。

_ l
} 的偶

数倍
,

则问题已解决
.

否则设 !川是 }才
, 一 1

}的奇数倍
.

则可写出气一
。, 井l,t 。一 1云

。 _ 1识
,

这里 }“
‘

}

是 }t
,
I的倍数 l

u ll

{~ }t。
一 1 1

.

由于 t
一 H t兔

, t又等于 t*或云。
.

和‘。 ~ u “ u ‘t , 一 :云。
_ , 。‘

作比较
,

去* 。
‘

也可以写成刀雌的形式
.

但 t * 和熬都不 以云
。一 1
作为前缀

,

矛盾
.

口

推论 ‘。中不含弓
,

j《k 一 2 ,

V ,
> 2

.

引理2
.

2是才. 的一个重要性质
,

利用该性质可以证明几不是周期序列
,

也不是终结 周期

序列
,

即不存在夕和%属于刃气 使得t。一夕广
.

: 下面我们讨论由K S 一才一决定的语言K
, 的结构

·

对于任意 k> o ,

定义集合

N 丈一 {p }p 〔万气 p > t。}
,

N 万二 {户 }户〔刃
肠 , p < 注。 }

引理 2
.

5 设
:
是允许字

,

那么 V p 〔N 丈
,

p 不是
: 的子字

.

这个结论可从允许字的定义直接得到
.

引理2
.

6 设
s
是允许字

, : 一t洲
,

则
。不以 V p 〔N 蓄为前缀

.

这个结论也是明显的
.

利用引理 2
.

5和引理 2
.

6用归纳法可以证明

引理2
.

7 设
s
是允许字

, s = to p 工p :
⋯ p o v .

这里 lp ‘}= !t
,
I~ 2 “, ‘一 l ,

⋯
, 。,

那么 p , ==

t . 或舍
, .

定义乞 3 称下列形式的串为正规串
。= t竺: ‘,少,梦

‘

万弩
, ⋯ ,梦

‘

这里仁
1 ~ o ,

价是非负整数 ‘== 一 1
,

。, 二 ,

1
.

1可以是co
,

如果l< oo 那么
n : 二 co

.

显然如果
。
是正规串

,

那 么。是允许的
.

结合引理 2
.

7 ,

有下面的结论
:

K
l
中的字一定具有形式

田= u P ‘矛
。

) k > o

这 里
u
是正规串

,
一

尸(t
* )表示 t。的真前缀

.

三
、

语言 K ,
的复杂性

设t ~ : , s : ⋯ s 。
〔万 关

是有限字
.

我们定义循环移位a( 约一灸
s 。⋯‘: 1 .

记 t , 二(t)
,

⋯
,

尹
一 ‘

(t)

中最大的为M (约 (循环移位最大字 )
.

关于M的 有下面的结论
〔” ,

l) t。~ M (公
,
)

,

V 寿> o ; 且广
。> a ‘

(才
。
)

, 一( i《 2 “一 1

2 ) 如果 t= M 。、
,

_

巨r一不等于。
’
或tT

,
k > o ,

那么

尸> 代
,

V k李。

注意到鳄< 片< ⋯ < 辉< ⋯ < 才co ,

很容易证明下面的

引理 3
.

1 如果分〔K
工,

V ‘》找 }“ }> 1则存在k李一 1 ,

、》 1使M (x) ~ t份
.

下面讨论K
l的语法复杂性

.

我们先证明K
工不是C h o m s k y 层次中的C FL

〔“’.

这需要下

面的O g d e n 引理
.

og de ” 引理
f ‘〕 对每一上下文无关语法 G 一 (犷

,
八

,

尸
,

S) 存在正整数
。
使每一个字

z 〔L (G )
,

对任 意
n
个或更多的指定位置

,

存在串
u , 。 , 切 , x , y 使得

1 )
二一 u ”。却,
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2 ) “。‘叨戈‘夕〔L (G )
,

V ‘》 o ,

3 ) 。中至少含有一个指定位置 ,

4 )
“和”

或者二和y都含有指定位置 ;

5 )
”“x 至多含有

n
个指定位置

.

定理3
.

1 语言K
王不是上下文无关语言 (C F L )

.

证明 反证法
.

设
n
是满足O g d e n 引理条件的整数

.

选择 k使 2今
“ ‘> , ,

取
: = 才丈t

, _ 1〔K
:

设最后 2 “一 ‘个位置是指定位置
.

不妨设 }川 特 。
,

否则只要考虑。即可
,

证明更容易
.

由于功中

至少含有一个指定位置
,

所以 !川 < 2 介
一 ‘,

又 因为才〔K l’ V ‘) 。,
由引理3

.

I M (劝== 侣
‘,

这里了《k 一 2
.

不妨设 %二M (劝
.

由于
u , ” , 功中至少有一个含有一个完整的 t , .

我们只要取适

当的‘使分中含有探
,

这样就和引理 2
.

4的推论矛盾
.

实际上只要取宕, 8
·

2 告+ 1 ,
这时1训物 0”

}
“

二 !+ 8. }。卜2 ,
是 }t ,

!的倍数
.

由于
: 以 九开头直 去,

后不能接 仑
。,

而 }妙 !> 8
·

2 扮所以 砂 中含

有t , 。

为了证明K
l
是上下文有关语言

,

我们需要 E T o D
“’的定义

.

定义 3 飞少一个 E T OL系统是一个四元 组G 二 (U
,

H
, 切 ,

匀
,

这里叨是起始元
,
厂 是字母

表
,
△C 厂是终结符

,

H 是有限代换组成的有限集
.

U (G )一 (犷
,

H
, 田)是 T OL系统

.

由G 产

生的语言

L (G )二L (U (G )) Q △肠

称为 E T oL 语言
.

语言K
、
可以分解为K l二 L , L

:

岛
,

这里

五1二 {0 仍 l阴》 0 }

L
:

~ 王川“是正规串
,

且
, 一 1 ~ 0}

L
3

~ {。 }。= P (矛
, )

,
k > o }

L 。
分别是由下列 G ‘

生成的 E T oL语言
,

G l一 {{o }
,

{o、 o , o , o “ , o、凡}
,

o }

口: = {{S
,
了

’ , o , 1}
,

H
,
S

,

{ o
, 1 }}

这里

H 二 {h
、,
h: }

h :一 {S * 几
,

S , S
,

S o S T
,

T 、 T
, o , o , 1、 l }

h
:

二 {S , S
,
T o z , O、 1 1 , 1 * 1 0 }

G
3

~ 笼{B
, o , l }

,

h
3 ,

B
,

{o
,

1 }}

这里

h
3

= {B , 几
,

B 、B
,

B 、 l ,

B o 1B
, o , 1 1 , 1 , 10 }

四
、

周期窗口中 F ei g e n b a u m 吸引子的语言

本节讨论周期窗 口 中F ei g e n b a u m 吸引子的 K S 一 5 . ,

以及由
s ,
决定的语言K

Z的语法复

杂性
.

设二
c
是刃一 { o

, 1 }上
一

悦度 (!二
“
1~ )

n 的超稳定的周期字
〔7 ’,

记
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r 功 1 ,

若、中含有偶数个 1

、
“ 切。,

若二中含有奇数个 1

(切“)
一

” (二c)
, ,

即将 (功“)
、

最后一个符号取共辘得到的字
.

根据周期窗 口定理(切
“
)
十

和 (二“)
_

都是移位最大字
,

周期窗 口可记为 ((田
“
)

一 , 田‘ ,

(切约
;

)
.

根据
,
合成律

,

周期窗口 中F ei g e n

b au m 吸引子的K S 可以记为

5 . 二田对 .

我们定义同态 g: 刃
赞, 召气

夕(几)二久
, 夕(一)二 (。

c
)
+ , 夕(o)二 (w

c
)

_

夕(却)二 g (%)夕(g )
, 、

V 二 ,
夕〔刃 ,

这样‘也可以表示为
5 . 二夕(才

.
)== g (h

“
(l))

从g 的定义容易看出
, 夕具有如下性质

:

1
.

9保持奇偶性 ,

2
.

夕保序 (即x l
《戈2 , 那么夕(戈

1
)《g (x :

))
.

为讨论K
: 的结构

,

和第二节相仿
,

我们定义集合

N
十

= {P】p〔召气 p > (功
C
)
十

}

N
一

= {P }p 〔万气 p < (切
c
)

_

}

引理 4
.

1 若
s
是允许字

, s一 (动c)
、

几p :
⋯几

。,

】p
‘

{~ !初山
十

! ~
n , ‘~ l

,

⋯
,

k
.

那么岛

只可能是伽
“
)

,

或者伽“)
_ .

证明 显然
, V ‘

,

岛带N
十 .

又 由于 (切勺
十

为奇
,

用归纳法易得 V ‘
,

色羊N 一 可见践只

有(田c)
+

和 (、c)
_

两种可能
.

口

引理4
.

2 若 %〔K
l,
那么g( x) 任K

2 .

这从g 的保序性
,

以及 (功
“
)
十 ,

(切
“
)

_

是移位最大字立即得到
.

记由(叨“) : 决定的语言为K
3 .

从K
3

的定义立即得到

引理4
.

5 %〔K
3 iff a ‘

(% )任N
一

U { (。 e
)
_

}
,

V > ‘0
.

利用这三个引理
,

立即得到

定理4
.

1 : 〔K
: iff s二 u ”p ((叨

c
)
十

)
.

这里
“任K

3 ,

尸 (
.

(阴C)
、

)是 (“ c )
、

的真前缀
,

且存在

以 1开头的戈〔K
: ,

使。= g (x)
.

下面讨论K
Z的语法复杂性

.

定理 4
.

2 K
Z不是CF L

.

证明 因为C F L 在逆同态下封闭
〔2 ’,

而g
一 ’

(K
Z

)二 K
, 不是C F L

.

因此 K
Z

不是C F L
.

口

由于 E T oL 语言类关于连接和同态封 闭
.

且各语言类 之间有下面的包含关系
’“’

另笼R G }。另{C F L }任穷{E T oL }c 另王C S L }

这样从K
3
是正规语言

,

K
l
是E T oL 以及 由所有彻

“、、

的真前缀组成的有限语言也是正规语

言就可推知K
:
是E T oL 语言

,

从而是C S L
.

这就得到了

定理 4
.

3 K
Z
是 C S L

.
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