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摘 要

本文应用分离奇性法研究半线性常微分方程混合边值奇摄动问题的一致差分格式
,

我们证明

了所构造的 11
’

in 型差分格式关于小参数。的一阶一致收敛性
.

在本文的最后
,

我们给 出一个数

值例子
,

计算结果与理论分析相符合
.

关健词 奇摄动问题 差分格式 一致收敛性 混合边值 半线性常微分方程

引 言

关于线性常微分方程混合边值奇摄动问题数值解的研究
,

已有不少文章
,

如 [l 〕
、

〔3〕
.

而对于半线性的情况
,

至今尚无论文发表
,

主要的难点在于非线性项的处理
.

本文考虑如下奇摄动问题
:
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“
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我们假定
:

1 。 函数a, b
,

f关于各自自变量充分可微 ;

Z O

A 关
>

a
(% )>

a 签> o, b
。

(%
, 。
(% ))> b关) o多

3
’

a ,

刀
,
占> o , : > o , a + 刀> o ,

A , B
,

A 气
a ‘,

b ,
为常数

.

二
、

微分方程解的性质

引理2
.

1 设
u
(x )是 (1

.

1 )“ (1
.

3 )的解
,

则

m a x 】
。
(x )1《C

, o( x ( 1

其中C是不依赖于 x , 。的正常数
.

在以后 的讨论中
,

C还与网络 步长无关
,

并且在不同地方
,

C可表示不同的数值
.
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引理2
.

2 假设同上
,

则

{u (‘)(x ) }《C { 1 + : 一 ‘一 ‘
·

e x p (一
a 关% / 2 。)}

,

(‘= o , 1 , 2 ,
⋯ )

引理 2
.

3 假设同上
,

则

}
。 (‘)(o )i《C。

一 ‘,

(￡= o , 1 , 2 ,
⋯ )

且当刀特 。时
,

!
u ,
(o )I《C

.

证明 显然
,

当‘一 。时结论成立
.

当刀铸 。时
,
由 (1

.

2 )即可得 }
。 ‘

(o ) 1《C
.

当刀二 o时
,

对 (1
.

1)积分
,

得
:

。u ‘
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a
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‘ u
(% ) = H (% )斗C ,
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.

1 )

其中

“ 、二卜 丁:
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9·
(‘))+ f‘。一 “/

“)
·
“, 〕d ‘

,
C l
为积分常数
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:

。 (二)一 。(。)
.
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’
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「
一
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‘
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1
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一
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)
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.

2 )

在 (2
.

1)中
,

令 % = o ,

a (o )
, _ 、 ,

C l

幼 了

(0 ) = 一

—
林 叉U )十

—召 己

。 ,
(l卜

一

粤
。 (1 )+合

。二 (1)+ C l :

再结合 (1
.

3 )可知
:

IC
I
!( C

.

从而 I
u ‘
(o )I《C犷

‘ .

当‘》2时
,

对 (2
.

2 )求导i次
,
可得引理结论

.

证毕
.

引理2
.

4 假设同上
,

则

{u (‘)(% )i《C { 1 + 。一 ‘e X p (一
a 务x / Z e )}

,

(‘” O , 1 , 2 ,

⋯

证明 采用数归法证之
.

由引理 2
.

1知
,

对公~ O结论成立
.

假设对公一 l ,

结论成立
,

即有
:

I
。 (‘

一 ‘)(x ) I簇C {一+
。一 ‘于 ‘e x p (一

a 肠% / 2 。)}
, ‘> l

对 (1
.

1) 两边求 i一 1次导数
,

得
:

。u (‘斗 ‘)(% )+
a
(% )

u (‘)(x )= G (x
, u , u ‘ ,

⋯
, u (‘一 l))

由归纳假设
,
容易得到

:

}G !《C { 1 + 。 一‘十 ’e x p (一
a 劳义 / 2 。) }

由 (2
.
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:
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.
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.
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利用引理 2
.

3的结论
, 经过计算可得

:

1。(‘)(% ) !成C { l + 。 一‘
·

e x P (一
a 劳% / 2

。
)} 证毕
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综合 引理 2
.

1、 2
.

4 ,

就可以将 (1
.

1) ~ (1
.

3)的解奇性分离出来
.

定理2
.

1 设
u
(%)是 (一 l)、 (1

.

3 )的解
,

则

诚劝一甲
·

犷 (x )+ z( 对

其中
,

犷 (x )二 e x P(一 x a
(o )/

。
)

(2
.

5 )

, ,、
{

C
,

当刀= o时

C。
,

当刀铸 。时

}Z (‘)(x ) }( C { x + 。 一‘十’e x p (一
a 关% / 2 。)}

引进如下辅助问题
:

L公(x )二
。公l,

(x )+
a
(x )

·

云‘(欠)二 b(%
, 。
(% ))+ f (二 )

, o< 义 < I (2
.

6 )

B
。公(o )二 a . (o )一刀

·

云,

(o)= A (2
.

7 )

B ,云(l)二 ? 公(1 )+ 己公
‘
(1 )= B (2

.

5 )

其中
, 。

(% )是(1
.

1)、 (1
.

3 )的解
.

显然
,

(2
.

6 )、 (2
.

8 )与 (1
.

1 )、 (一 3 )同解
,

即 x 任[ o
, 一〕

,

公(劝 二州习
.

从而

云(x) 二 p厂(x) + Z (x)

式中的犷(x)
,

Z (劝 等如前所定义
.

注意到 (2
.

6 )、 (2
.

8 )此时是线性问题 (相对公(劝而言 )
.

三
、

差分格式及其一致收敛性

等距划分〔o
, 1〕

,
步长h

,

N
·

h二 z , x 畜= ih
,
‘= o ,

(1
.

3 )构造如下 11, i n 型差分格式
:

⋯
,

N
,

N 是正整数
.

对 (1
.

1) 、

L hu ‘二 。a ‘[ u ‘
+ 1一 2。‘+ u ‘_ :〕/ h

Z
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)
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)
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.
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.

2 )
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.
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!
、了飞:1.2

其中
, a ‘

二 0
.

sp a
(义

‘
)

·

e o 七h (o
.

sp a
(x

‘
))

, p = h / 。

为证明所需
,

我们对 (2
.

6 )~ (2
.

8 )也构造其相应的 n ,i n 型差分格式如下
:

r
工呱二叮

:

两
· ‘一 2“‘+ ”‘

一 ‘

]/h
2

+a 闪
·

〔”

一
“
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, ‘《‘( N 一 1

}矶
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]/h 一A

气川”N
三帅

N + d〔“N 二 ”N 一 1〕/h ~ B

(3
.

4 )

(3
.

5 )

(3
.

6 )

其中二
‘即为(3

.

1) 、 (3
.

3 )中的指数拟合因子
.

引理 3
.

1 若网格函数心满足
:

L
h。‘《。

, 1( ‘《N 一 1 ,
B合。

。

> o ,
B 空。

二
> 。

则 。‘> O ,

(f一。, 1 ,

⋯
,

N )

引理3
.

2 若晰满足
:

.

二 ‘ _
_

. _ , , (
.

1 l a 劳为
1 、、
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。‘J簇八 i
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。
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。

·

刀{ 1 + [ 1 一 e X p (一 A 关p / 2 )〕/ h }
,

}B 空云二 l《K
:
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则有
:

!公, 1《C
, o《i《N

式中 K
。,

K
l ,

K 均为正常数
.

证明 不妨设八~ 洲a + 功 + a. d一 1
.

构造闸函数为
:

少 (x
‘
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。
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·
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,
尸

。
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,
尸 1
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, m 。, 。 1 , m Z
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.
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·

刀
·
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·
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。
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·

刀
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。
·
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·
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则有
:
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。
}
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·

占
·
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·
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·
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,

口
,
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, l)

取 歹> (0 + 1 )h
,

构二K
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,

则
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一
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一
/ 2 ￡)

C
。

为某常数
.
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·
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,
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。

}

m l一K
l+ m :占

, m 。

= m a x {〔K + m la A 关〕/ , a 长 ,

K
D

刀}

则

L而巾 (x
‘
)( I乙

而云‘!

由引理 3
.

1可得
:

}公
,
!《中(x

‘
)《C

, o《‘《N

定义网格函数犷
‘,

Z ‘
如下(0 《‘( N )

:

证毕

L而犷‘二乙厂 (x
‘
)

B 合犷
。

一B 台厂 (0) 和

B 空犷
N 二 B全犷 (l)

L “Z ‘= LZ (戈
‘
)

B 合Z
。

= B 合Z (o)

B 空Z , = B 全Z (l)

式中函数犷 (x)
,

Z (川如前所定义
.

则

叭一于犷‘+ Z ‘

引理 3
.

3 1于(犷(%
‘
)一 犷

‘
)I《C h

, o ( ‘簇N

证明

工h 〔矿(x
,
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, 〕=
Za (%

‘
)

h

·
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.
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_ 旦工丝‘a ‘”, 一
a
‘二

‘
))]

·

犷(二
‘
)

由文【2 」中的引理 4
.

3可得
:

{乙
h
犷 (义

‘
) 一工V (x

‘
) l《

C h
Z

。(h + 。
)

·

e x P (一
a 朴x ‘/ 2 。)

、C h
{
‘

场丽耘万
e x p ‘
一

“‘一 / 2 ·,
}

B 合(厂 (o )一 厂
。

) -

}B 言(犷 (o )一犷
。

) 1

一刀
粤

、粤

. ~

州吐夕土旦茎卫(丝鱼)夕工创
二

a
(0 )P

(l 一 e X p (一 A 釜 p / 2 ))

从而
r o -

1方合(f (犷 (o)一 犷
。

)) !《嘴
、

兀
。

刀h
·

当刀一。时

{
, +
上竺巡音李竺工} 当刀祷 。时

另外
,

容易得到 ;

}B 全(尹(犷(1) 一 犷二)) }《C h

应用引理 3
.

2可得
:

}甲(犷 (二
。
)一 V ‘

) }《Ch
, o《‘《刀

引理 3
.

4 12 (%
‘
)一 Z ‘

j《Ch
, o《‘《N

.

证明 记 T ‘二 乙“(z (%
‘
)一 Z ‘

)= L 几Z (x
‘
)一 LZ (x

‘
)

由文【幻可得
:

证毕

, ,
’

‘
,‘C

兀:{:
〔· , z ‘

3 ’(‘, ‘+ ,Z ‘2 ’“, ‘〕“‘

以定理 2
.

1结果代入上式
,

可得
:

}: ‘
!、C h

{
1 +

m a X (h
, 。
)

e X p ‘一
a ’x ! 一 / 2 ·, }

l。台(z (。)一 z
。

)l一刀 }兰纸彝业
一 z , (。)}

{ 几
” l

《,
J:

{Z
·

(‘, ‘d ‘

‘C“‘

{
‘干生兰咧丫塑丝}

!B 空(Z (l) 一 Z N
)I ~ ,

仍应用引理 3
.

2可得
:

{Z (%
‘
)一 Z ‘

!《Ch
,

Z (1 )一 Z (一 h) 一 Z
产

(1 )
{
、C”

0《i《N 证毕

定理 3
.

1 设云‘, o成i( N
,

是差分格式 (3
.

4 )、 (5
.

6 )的解
, u
扭)是 (1 一)、 (x

.

3 )的解
,

! .
‘一 u

(%
‘
)l簇C h

, o ( ‘( N

证明 由引理 3
.

3
、

3
.

4可得 ;

(3
.

7 )
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1公, 一 称(x , ) }《C h , O《‘《刃

从而

l公
‘一 u

(戈
:
) I镇Ch

,

现在讨论下面的差分格式
:

o司( N 证毕

艺
“

牙
‘
二

: a ‘[牙
‘十 : 一 2研

‘+ 牙
‘_ , 〕/ 人

“

+ 。
(x

‘
)

·

〔平
‘* 、一 牙

‘_ 1〕/ 2人

一 b
。

(劣
: , 叮‘)

·

牙
‘, 1《‘成N 一 1

B 合牙
。

~ a 不
。
一刀【研

1 一附
。

」/ h一。

B 全不N 二 , 才N + 赶不N 一研N _ 1〕/ h一。

(3
.

8 )

(3
.

9 )

(3
.

10 )

其中
, a ‘即为上述的指数拟合因子

,

引理 3
.

5

1
。

若艺
“

牙
:
> o , 1《‘《万一 x ,

班
‘
《 0 , o《‘《N

刀‘的定义见下面
.

B 合班
。

《o ,
B 全牙

N
《0 ,

则

2
0

m a x }牙
。
}簇C. 】1 1 a X

1 ‘百‘N ~ 1

J艺
“
牙

‘一
,

o簇f《N

证明

l 。 此结论是显然的
.

2
。

构造闸函数为
:

由‘一 (一 1 + : 关x ‘)
·

C l
·

n la X
l 《公( N 一 1

J艺
“
研

: {士牙
‘

其 中
,

C l
为待定常数

,

沪为正常数 ; O< 尹( 0
.

5
.

扑叭》笋
二

·

c l
·

取Cl 》 2 / 尹
,

则

n l
.

a X
1 ( 落( N 一 1

!艺
h
研

; !士艺牙
‘ , 1成;《N 一 1

艺
“少‘

> 0 ,

B 么中
。

《o ,

B 空少
N
( 0 ,

从而
,

取尹《m in (1 / 2
,

中‘
( o ,

即 }平
‘}《C

·

1《‘( N 一 l

当。< 。关
< ? / (? + 己)时

? / (? + 句 )时
,

应用 1
“

可得
:

o《f《N

In a X
1 ( 感( N 一 1

I觅
“

班
‘J

, o习( 万 证毕

定理3
.

2 设脚
,
场

, 0司( N
,

分别是差分格式 (3
.

功、 (3
.

3 )和 (3
.

封、 (3
.

6 )的解
,

则

证明

这里刀
‘
是

l“‘一
‘
}( Ch

, o( i《N

将(3
.

1 )、 (3
.

3 )与 (3
.

4 )、 (3
.

6 )相减
,

并利用

b (x
‘, 。‘

)一 b (x
‘, u

(x
‘
))= b

。

(x
‘, 专,

)(
u ‘一 u

(x
‘
))

T a y lo r 展开式余项中的中介值
.

则 有
:

艺
“
(
u ‘一。‘)= 6

。

(x
‘, : 小 (。

‘一 。
(x

‘
))

, x( *簇万一 1

B 会(
。。一 公。)二 o ,

B 空(
u , 一 云, ) ~ o

由引理 3
.

5可得
:

}

!u ‘一 云; }( C
·

由(3
.

7 )式
,

即得
:

】n a X
工

一二落‘ N 一 工

Jb
。

(x , , 叮‘)
·

(云
‘一 u

(x
‘
)) }( C

·

1刀 a X
1 气 落( N 一 1

!
u ‘一 公‘1《C h

, o ( ‘《N

(3
.

1 1 )

l砚‘一 u (% ‘) }

证毕
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我们的主要结果是
:

定理3
.

3 设
“
(大)

, u ‘
(o《该《N )分别是(1

.

1 )、 (1
.

5 )和 (3
.
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考虑如下第三边值奇摄动问题
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计算结果如表 1
.
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表中计算结果表明与理论分析相符合



1 8 8 白 清 源 林 鸿 程

参 考 文 献

〔i ] E
.

P
.

D o o la n
,

J
.

J
.

H
.

M ille r a n d W
.

H
.

A
.

S c li ild e r s ,

U n ‘子o r o N “m e r iCa l

M
e 才ho d s fo r P ro ble优 s 功玄才h l儿‘才宕a l a n d B o u ”d a r g L a 夕e r s ,

B o o le P r e s s ,

D u blin

(1 9 8 0 )
.

[ 2 ] R
.

B
.

K e llo g g a n d A
.

T s a n ,

A n a ly s is o f s o m e d iffe r e n c e a p p r o x im a t io n s fo r a

5 in g u la r p e r t u r b a t io n p r o ble m s w ith o u 七 t u r n in g 即 in t s ,

M a 才h
.

C o 仇户
. ,

32 (1 44 )

(1 9 7 8 )
,

1 0 2 5一1 0 3 9
.

〔3 ] 蔡新
、

林鹏程
,

守恒型奇摄动常微分方程混合边值问题的数值 解法
,

华 侨大学 学 报
,

1 1 (4 )

(1 9 90 )
,

3 44一 3 5 2
.

〔4 〕 林平
、

苏煌城
,

二阶拟线性奇摄动常微分方程的数值解法
,

应用数学和力学
,

1 0( n ) (1 9 8 9)
,

9 55一 9 59
.

[ 5 1 M
.

H
.

p r o t t e r a n d H
.

F
.

W e in b e r g e r ,

M a % im u m P r in e ‘夕le s i” D iffe r e n 才‘a l

E q “a 才宕o n s ,

S Pr in g e r 一V e r la g
,

N e w Y o r 卜 (1 9 8 4 )
.

A U n ifo rm ly D iffe re n e e Se he m e o f Sin g u la r Pe rtu rba tio n

Pro ble m fo r a Se m ilin e a r o rd in a ry D iffe re n tia l E qu a tio n

w ith Mix e d B o u n d a ry V a lu e C o n d itio n

B a i Q in g y u a n L in P e n g e h e n g

(F u z h o u U n 玄v e r s it g
,

F u Z 人o u 3 5 0 0 0 2
,

P
.

R
.

C 人fn a )

Abstra C t

In th is P aP e r ,

t he m e th o d o f s eP a r a t in g s in g u la r ity 1 5 a PPlie d t o

u n ifo r m ly d iffe r e n e e s e h e m e o f

o r d in a r y d iffe r e n t ia l e q u a t i o n

a s in g u la r Pe r t u r b a t io n P r o ble m fo
r a

s t u d y玉th e

s e m ilin e a r

e o n v e r g e n e e o n s m a ll P a r a m e t e r

e o n s t r u e t e d 15 P r o v e d
.

A t tli e

w it li m ix e d b o u n d a r y v a lu e e o n d it io n
.

T h e u n ifo r m

己 o f o r d e r o n e
fo r a n 1 1护in ty Pe d iffe r e n e e s e h e m e

e n d o f th e P a Pe r , a

T h e e o m P u ti n , r e s u lt s e o in e id e w ith th e t he o r e t ie a l

n u m e r ie a l e x a m Ple 1 5 g iv e n
.

a n a ly s is
.

K e y w o r ds s in g u la r p e r t u r b a t io n p r o b le m
,

d iffe r e n e s e h e m e , u n ifo r m e o n v e r g e n c e ,

m ix e d b o u n d a r y v a lu e e o n d it io n , s e m ilin e a r o r d i n a r y d iffe r e n t ia l

e q u a t io n


