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摘 要

本文利用拉普拉斯方程的基本解作为权函数
,

给出求解变系数非齐次亥姆霍茨方程的迭代格

式
,

进而得到求解这类方程的边界元迭代法
.

文中给出了算例
.

最后
,

把本文给出的边界元迭代

法与作者早些时候提出的边界元藕合法进行了比较
.

关盆饲 亥姆霍茨方程 迭代法 藕合法

引 言

亥姆霍茨方程在物理和力学的很多问题中有着广泛的应用
.

我们先看电磁场问题
.

根据

M a x w el l 方程
,

若材料均匀且无源
,

则在定常状态 下电磁波在区域口内的传播满足以下 控

制方程

V Z“+ 肠 = o (一 l)

这里
, 。
可以是磁场强度的分量

,

这时
。 在边界 厂上满足N e u m a n n 条件

: 口“/山二 o , 。
是边

界 r 的外法线方向
.

如果
。
是电场强度的分量

,

则在边界 r 上满足D ir c h le 乞条件
: 。二 。

.

方

程 (1
.

1) 中的E 与波频率
、

磁导率及介电常数有关
.

在很多散射与辐射等实际 问 题 中
,

常提

出 (1
.

1) 型的齐次亥姆霍茨方程
.

此外
,

在低频正弦电磁场及渗流力学中
,

又提出非齐 次 方

程

V
Z“+ 肠 = F (1

.

2 )

(l
.

1) 和 (1
.

2 )都是常系数偏微分方程
,

它们的定解问题可以通过线性算子的基本解化为

积分方程
,

再用边界单元法求解
〔‘’.

方程 (1
.

1 )和 (1
.

2 )所控制的问题有一定的适用范围
.

首先
,

它们都限于 均 匀 材 料
.

另

外
,

方程 (1
.

1) 只适用于无源情况
.

为了扩大应用范围
,

下面从更普遍的问题出发
,

得到对应的积分方程和边界元方法
.

给
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出如下的变系数非齐次型的亥姆霍茨方程边值问题
:

V
Z u + E (x , 夕、u = F 了x , 夕飞 (在口内 )

材= 材 (在r l上 )

(在厂
2

上 )

(1
.

3 )

口
孟

一一

玛一n口一口

一一q

这里 厂 , + 厂
: 一 r 是总的边界

.

方程伙 3 )可应用于非均匀材料并且有源的问题
。

本文将针对边值问题(1
.

3 )用边界元迭

代法进行数值分析
.

为了简明仅讨论二维问题
,

三维情况可同样论证
.

二
、

边 界 元 迭 代 法

用传统的边界单元法求解边值问题口
.

3 )
,

将遇到两个难点
.

第一个难点是
:
如果 E 是

常数
,

用边界元法求解时所用的基本解是贝塞尔函数 (零阶第一类和第二类汉克尔函数 )
,

运算过程中只能取前边的有限项
,

这将造成误差
,

而且运算过程复杂
.

第二个难点是
: 当 E

是变系数时
,

找不到基本解的表达式
,

因此无法实现边界单元法
.

其实
,

前一个难点对于方

程 (1
.

1)和 (l 2) 也存在
.

而且
,

若第二个难点得到克服
,

第一个难点也就迎 刃 而 解 了
.

所

以
,

方程 (1
.

3 )是问题的核心
.

为 了求解
」

边值问题 ( 1
.

3 )
,

笔者 曾用边界元藕合法进行分析
,

即对区域和边界上的 方 程

藕合求解
,

并达到很高的计算精度
.

但祸合求解法有一个明显的缺点
,

这就是它不但需要在

边界上而且必须在域内设置结点
,

从而使未知量数 目增加
.

为了克服这个缺点
,

本文提出求

解变系数非齐次亥姆霍茨方程的边界元迭代法
.

把戈1
.

3 )中的方程改写成

v Z u = F (x , 夕) 一 E (x ,
, )u (2

.

1 )

给出下面的迭代格式
:

v
; u (, )= F (x , 夕) 一 E (x , 夕)

。 (“ 一 ‘) (2
.

2 )

式中 m 是迭代次数
.

我们用边界单元法实现这个迭代过程
.

把方程 (
.

2 1) 或
‘2

.

2 )的右端看成源项
,

令沪是拉普拉斯方程的基本解
,

以沪为权函数给

出加权余量式

l
、、

, “〔价 ) )。, 、口一 ( (尸 一 百
“ 了fn 一 ‘ ))。, 、。

根据格林公式
,

经推导可得 到关于域 口中一点 ‘的积分方程

导过程
,

这里从略 )
:

(2
.

3 )

(可参照关于泊松方程的推

“
‘
“ 、

+
{
二。’“

·

“ d厂 一

}
: “, 、

、。 、
d r +

l
二
二(E “‘。

一
” 一 F )、“ (2

.

4 )

当 i 点在光 滑边界上时
,

由极限过程把上式化为
:

冬
。

{
二 ) + i 。, “ : 。 ,、r 一 i

。, 、(叫、r + l
。,

(二
“ (。 一 工 )一 二)、。

二 产I
,

J r J r
(2

.

5 )

在式 (2 4 )和 (2
.

5) 中

q 关 犷 (2
.

6 )

“ ‘是 ‘点的
“值

.

式 (2
.

4) 和 (2
.

5 )就是刘
一

应于定解问题 (1
.

3 )的积分方程
.
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对方程 (2
.

5 )按边界单元法进行离散化以后
,

则可得到下面的矩阵方程
:

H U (叫 + G Q (叫 = B (‘ 一 , ) (2
.

7 )

方程 (2
.

7 )即为用边界元迭代法求解非齐次变系数亥姆霍茨方程的控制方程
.

其迭 代 过

程如下

1
.

给 出 u0 (可按某种假设给定 )
,

代入 (2
.

7少式右端
,

求解 此方程
,

得到
u 的修正值

u (l );

2
.

再将u(
‘ )代入 (2

.

了)式右端
,

求出第二次修正值u(
乙’;

3
.

按上述方式反复进行下去
,

直到满足收敛判据为止
.

这里要说明的一点是
,

虽然B
火”‘一 ‘)是讨区域内部积分所形成的矩阵

,

但由于其中的
“(沉

一
”

是事先给定或上一次迭代计算出来的结果
,

因此讨于第m 次计算来说是已知的
,

它并不使 应

求解的代数方程组的阶数增加
.

如果每个边界结点上的
。
或q中的一个量 已知

,

便可求解该方

程组
.

当边界上所有的u( 叫和 q (叫求出后
,

区域内点的 u( 叫值可 由积分方程 (2
.

7 )的离散化形式

计算
.

显然
,

在每次迭代计算时
,

H
,

G 矩阵都保持不变
,

只需重新计算 B(
“ 一 ’)即可

.

而且
,

正如下面的算例所表明的
,

只要经过少数几次迭代就能得到满意的结果
.

因此
,

用边界元迭

代法求解变系数非齐次亥姆霍茨方程 比用边界和区城藕合法对计算机存贮量和计算量的要求

都少
。

三
、

数 值 算 例

在矩形区域上

V
Z“一

混合边界条件为
u

(l ,

。
(火

,

(图 l)
,

方程为

2 “

(x + 夕)t + 2才么
(x + y )

2才

, ) = [ 0
.

5 , + (t + 0
.

5 )j
“

0
.

4 )= [ 0
.

sx + (才+ 0
.

2 )〕

口“/伽 = 0
.

5夕+ (才一 0
.

5 )

口“/ 口n = 0
.

5 义 + (t一 0
.

2 )

式中 t为给定常数
.

(x =

(夕=

(一 0
.

4 ( g ( 0
.

4 )

(一 l《x ( 1 )

一 l , 一 0
.

4《g ( 0
.

4 )

一 0
.

4 , 一 l ( x ( l )

气

碱 滋

图 1 算例简图 (. 为结点 )

为了简便
,

采用常量单
一

尼
.

在边界上取 2 。个结点
.

觉
、

别计算了当公一
召和才一 二时的混合边

值问题
,

并把计算结果与解析解进行了比较
,

列于表 1 和 表 全
.

两 组计算都只迭代 3 次
,

由

表中可以看到
,

结果是令人满意的
。
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衰 1 (了= e )

结点号 本文解 解析解 结点号 本文解 解析解

1 弓 6 R I 月 6 n 9 1 1 3
.

0 2 1 3
.

0 6 86 81 6 0 9 1 1 0 2 1

.168268.368

⋯368⋯8l8
门J,J内J丹O月」

门J,曰

弓工凡J‘U月1‘U内J口甘1321犯30199176
八J气JcJCJ丹J口自口自

484 2

358 2

丹山2

13121514161718姆20朽似阳7821胡肠4311
J
生丙才,曰。山0OUn丹�O了�挂

. .

.

⋯⋯
目j月研4d41�J
‘

6叮矛n月咬J
l
‘‘Un,,古�”�嘴上心二‘上217937盯978688%87

目j
J
络月峥
‘

qd‘j
J

O工了OU,曰,J41匀
矛

Ot了门。O产八“�

‘上

裹 2 (才= “ )

结点号 本文
;

解 解析解 结点号 本文解 解析解

86 81 7
.

8 6 8 7
.

7 9 3 1 1 3
.

399 3
.

4 9 2

592692792792642442892242042
O产月峪份山n甘O产J上,山,JO丹48即717258361691殆

;
.

⋯⋯
门J内J内J内J凡j内J内J月q口口

121314巧161718192024571820820897807525151850376666ag功1132189132133009411130156456776667591011
弓山,以月伟.岛乙O曰才QUO了
�
日�

,上

四
、

结 束 语

本文利用拉普拉斯方程的基本解
,

给出了求解变系数非齐次亥姆霍茨方程的边界元迭代

法
,

克服了用传统边界元法求解这类方程时所遇到的困难
.

与作者早些时候提出的求解变系数非齐次亥姆霍茨方程的边界元藕合法相比
,

迭代法具

有未知数少 (从而对计算机要求的存贮量和计算量少 ) 的优点
.

但是
,

迭代法的收敛速度和

计算精度与迭代策略有关
; 而边界元藕合法

,

由于它是一种直接解法
,

只要剖分较细并控制

计算中时舍入误差
,

总能达到较高的计算精度
.
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