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边界层型问题的插值摄动解法
‘

袁 锰 吾
�

�钱伟长推荐
,

�� ��年�� 月� 日收到 �

摘 要

本文在文〔�」的基础上用插值摄动法研究了最高阶导数乘以小参数的二阶常微分方程的定解问
�

算例表明
,

本文方法计算过程简单
,

其精度甚至比多重尺度法的一级近似结 果的精度还稍高

此

关妞词 边界层型问题 插值 奇异摄动法

一
、

引 言

非线性振动问题中的小参数形式的二阶非线性微分方程的定解问题
,

为了消去长期项
,

常用奇异摄动法求解
�

本文作者在文 �� 〕中采用一种新的奇异摄动法
—

插值 摄 动法求解
,

获得了很好的结果
�

力学中 �例如一维非扩散稳定流的热传导方程
〔“’,

弹簧上轻质点的脉冲运动微分方程
,

… �
,

还常遇到最高阶导数乘以小参数的二阶常微分方程
,

这类问题
,

具有所谓的
“

边界层
” ,

一般用匹配法或多尺度法求解
�

本文试探用插值摄动法求解这类问题
�

其大要为
�

用正则摄

动法求外部解
,

然后用插值摄动法求内部解 �用内部变量表示�
,

最后
,

将 内部解和外部解

相加即得所求解
�

其中的积分常数由问题的边界条件及内部解的外部极限为零的条件确定
�

文中有两个算例
�

算例表明
,

本文方法的精度相当高
,

甚至比多重尺度法的一级近似结果的

精度还稍高一些
�

而计算过程则十分简单
�

二
、

常系数二阶线性常微分方程

兹考察下列最高导数乘以小参数的二阶微分方程的定解问题
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式中标号
“ ‘”

表示对�求导
, “
为小参数

�

我们令式 ��
�

�� 、 ��
�

�� 的解为

� � 夕
�

� , ‘ ��
�

��

其中 俨 �� �为外部解
,

它用正则摄动法去求取
,

但放弃内部边界条件而仅满足外部边界条件
,

即只 满足条件��
�

��
�

少为内部解
,

它用插值摄值摄动法去求取
,

但需满足条件
〔“’

又 中南工业大学建筑工程系
,
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此外
,

由式 ��
�

� � 得到的�值
,

应当满足边界条件��
�

��及 ��
�

��
�

�
�

外部解

准确至� �习
,

令

� � � 夕
。

� 。� �

将式 ��
�

�� 代入式 ��
�

��
,

令
。的同次幂的系数相等

,
得
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�

��

�
夕乙� 夕

。
� �

川 � �
, � 一 夕笔

��
�

��
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�

� �

边界条件为

�
乡
。

���� �

� ������ �

满足式 ��
�

�� 时
,

式 ��
�

� � 的解为

乡。� � � � 〔�一 � �

将式 ��
�

� �� 代入式 ��
�

��
, 并利用边界条件 ��

�

���
,
解得, �, 最后求得外部解为

刀�

� � � � 〔� 一 � 〕� 。
��一 � �� � � �� 一戈〕

显然
,
外部解不满足条件 ��

�
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内部解

令
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可变为

�
�夕

,

�夕
一下王丁 , 叨 一石币厂

�
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把式 ��
�

�� � 改写成

�� �
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, � 二

一习西
一
� 亚

了一
“�

由于
。
为小量

,

故
�

� 式中

今
和�奥

� 。。
�很接近

�

。 � 、 “ � �

��
�
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我们设定一个新的函数叭动
,

称为

,

� 一 �
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�
, � �

� , 。 了�
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二二掀

、

, 二口 � 如。
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摘沮田鳅
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式中 从为
。� �时的�值

,

即

� 夕
,

勿
甲万王友

一
月
侧 � 一万

�

万一 � �

口 �
一 口 �

的解
,

上式的解为
� 。� � �

·

� � � �一君〕� �
�

式 中 � �
,
�
�

为积分常数
�

将上式代入式 ��
�

�� � 得

� �
。
��

�� � � �一占〕� �
�

�����
� � � � �一占〕�

由式 ��
�

� ��
,

并注意到� � � �约
,

我们得

��
�

� � �

 !
∀
! !�

#
∃夕

d君
“
一

Y

1十K
、 y ( l 一K ) (2

.
2 2 )

准确至O (句
,

式 (2
.
17) 可改写成

会
十。

。一 y 一 K

鲁
将式 (2

.
22 ) 代入上式得

l __
dzg 。

Y 一 令
·

。夕。一毛裂‘

一 K
一沙 。

d 占
“

将式(2
.
20)

、

(
2

.

2 一)代入上式得

Y == C , e x p [ 一省] (2
.
2 3)

由于K = O (约
,

故式 (2
.
16 ) 可改写成

黛
一 y 一 K

热
+o(s

。

)

口 9 Q g
-

将式(2
.
20)

、

(
2

.

2 1
)

、

(
2

.

2 3
) 代入上式得

积分两次得
、

令
一 C l一p〔一“卜 争‘

C !一p〔一‘〕+ C
Z
,

。‘一 C le x p 〔一 :卜合
。

(

C
l e x p 卜:〕+告

CZ:2
)
+C3:+C‘

(
2
.
2 4

)

式 中C
3,

C
4

均为积分常数
.
由条件 (2

.
5) 得

故式 (2
.
24)

将上式及式

C := C 3二 o

成为

。‘一 e ;e x p [一雪] 一冬
。
e
l e x p 〔一雪z+ e

4

‘ “

2

一

“
司 “

(
2

.

1 2
) 代入式 (2

.
4)

,

最后得式 (2
.
1)

、

(
2

.

2
)

、

(
2

.

5
) 的解为

夕= e x P 〔l一 x ] + 。
(
1 一劣

)
e x p [ l 一 x ] + C

le x p [ 一戈/
。
1

(
2
.
2 5 )

其中积分常数C
l.

C l=

一

合
。
C
l e X p 〔一 X / “〕+ c 4

C Z由边界条件 (2
.
2) 及 (2

.
3)

一 e ( 1 +
。
)

(
1 一 上

。

、(1一
e x 。「一 1 /。1 、

、 2 ,
’

求得为

(2
.
26)

C ‘ =
(
1 +

。
)

e x p 〔1一 1/ ￡〕
1一 e x p [一 1/

。〕
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如取
。
= 0

.
1

,

则C
l= 一 3

.
14 7 6 ,

C
‘
= 0

.
0 0 0 1 4

.

文[2]的第57页的式 (1
.
2) 中

,

令a= o
,

刀= l
, 。

= 0
.
1

,

则得精确解为

一 1

0
.
3 2 3 8 6

(
e x p [一 s

.
s 7 3 o x ] 一 e x p 〔一 1

.
12 7 0 戈〕) (2

.
2 7)

如取a = O
,

刀= 1
, 。= 0

.
1

,

则文 [4]的第23一页的式 (25) 成为

g = ex p [1一x ] 一 e x p [ 1 + x 一 xo x 〕+ O (
。么

) (
2

.

2 5
)

它是用多重尺度法求得的式 (2
.
1) 、 (2

.
3)的一级近似解

.

为了检验本文结果的可靠性
,

在表 l 中
,

我们把式 (2
.
25) 和准确结果式 (2

.
27 ) 以 及

多重尺度法的一级近似结果式 (2
.
28 ) 做了比较

.
从表 1可见

,

本文近似结果 (
。= 0

.

1) 的精

度是令人满意的
,

它甚至比多重尺度法的一级近似解的精度还要稍高一些
,

计算过程又十分

简单
.

三
、

变系数二阶线性常微分方程

现考察下列二阶变系数线性常微分方程的定解问题

{

:, I,
+ (

Z x
+ l

)
, 尸

+
2 , = o

夕(o ) = o
, 夕( l ) = 1

( 3
.
1)

( 3
.
2 )

外部解

令

夕= 夕
。
+

￡夕l

代入式 (3
.
1) 可得

干(
Zx+ ‘) 乡‘+ 2“

。一 。

、

(
Z x + l

)
夕呈十2夕1= 一夕笛

(3
.
3)

边界条件为

{

乡。( l ) = 1

夕1 ( 1) = o
( 3
.
4 )

解之得

90= 夕
。

+
:夕;=

3

2戈 + 1

2 6

3 ( Z
x + 1 ) ( Z

x
+ l )

“ (
3

.

5
)

忍.

, l!
J

2

.

内部解

令

且

将式 (3
.
6 )

舀= x /e

夕‘
( OO )

= 0

代入式 (3
.
1) 得

(3
.
6)

(3
.
7)

粤
+(2::+ , )

粤
+2。。一 。

以 g 以 g

将上式改写成
, _ _ 二 , 、

d 刀

一 又乙艺 g 个 1) 下了万
一
=

以弓

d
z夕

, 。

一
卜万王玄

.
州~ 乙己甘

口 g
(
3
.
8 )
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令

{

d Z习 二 d
Zg

I ’一
丽

「 =
J、 ‘
刁歹

一
(
3

.

9
)

令
+2·, 一 : 1一 K l

(令
+2·。

) ( 3 一 O )

式中 Y ,
(豹

,

K

,
( 豹均为待求的未知函数

.

由式 (3
.
9 )

、

(
3

.

1 0
) 得

2￡夕
( 3
.
1一)

式 中

K := 一丁子兰一一一未群 + O (
。“

。 “ 甘 一 n 。 . ,

“ 曰 。

乙 一几而于厂 门一 ‘ 。 J 一万王反
~

口自
一 口自

夕。为
。
= 0 时的夕值

,

即。 = O 时
,

式 (3
.
8 ) 的解

,

即

d刀 d
z刀

一
灭

一

二刁醉

的解
.
解之得

刀。
= C

。
e x p 仁一占〕+ C

7

将上式代入式 (3
.
11) 得

K l= 。
(C

。
e x P [一 雪〕+ C

;
)/ (C

。e x P [ 一占〕)

代入式 (3
.
9 ) 得

(3
.
12)

(3
.
15)

d恤 Y l

d群 一 1 + K
l 、 y

l
( 1一 K

l
)

将上式代入式

刀l招
。

,卜
-es
�户宝

d�d

将式 (3
.12)

、

由式 (3

( 3
.10 ) 得

一 K
IY I+ 2:夕。 = K

l

(
3
.
1 3

) 代入上式得

y 工
= C

6 e x p [一 省〕

9) 有

(3
.
14)

夕一
‘己一f

一dd
Z
g

、二
二

-二下; ; 一
一
1 1一 J、 1

d 互
-

将式 (3
.
12)

、

(
3

.

1 3
)

、

(
3

.

1 4
) 代入上式得

令
一 C

6
一p卜 ‘〕(‘一 ,一

c7

积分两次得

v ‘一 e 。

(
1 一 。

)
e x p [ 一雪〕一冬

。
·

e

:

舀
2+ e s雪+ e

。

乙
(
3

.

1 5
)

由条件 (3
.
7) 得

C :== C s= o

故得

夕‘= C
。

(
1 一: )

e x P [ 一省]+ C
。

于是
,

得式 (3
.
1)

、

(
3

.

2
) 的解为

(3
.
16)

3 F 2 6 飞
“= ,

一

十万 一 厄牙干了一 L双及又石万
一不获石户」

’

“

+ C
。

(
l 一 。

)

·

e x

P 〔一古〕+ C 。

(
3
.
1 7

)
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其中积分常数C
。、

C
。
由边界条件 (3

.
2) 确定为

一不不豪弃
万

一

翁

(3.25)
(3.19)

文〔2〕用推广的多重尺度法也得到了这一问题的一级近似解
.
如取a = 0

,

刀二 o
,

则文【2〕

的第191 页的式 (4
.
32 ) 成为

3

1+ Zx

F 一 (x
Z
+ 义 ) 1 「 2 6

一 污e X D I

—
l一e l 二二: 一下一丁- 二 一 二二, 二二二下币

一
L ￡ J L 石气l十 艺x ) L 艺十 艺x )

-

.
1 6

_
「

十 下
一

e

X P
!

办 L

一 (x
艺

+
x

)

召 〕」
+。‘“2’

取
:一 0

.
1 ,

在表2中我们把本文用插值摄 动法求解式 (3
.
1)

、

(
3

.

2 0
)

(
3

.

2
)所得到的结果式 (3

.
17)

和文 【2〕中用推广的多重尺度法所得 到的相应结果式 (3 20 ) 做了比较
,

从表 1可见
,

二者相

当接近
.

表 1 (e= 0
.1 )

} 。

一
本
式 ( 2

.
25 )

精 确 解 1 多尺度法
式 (2

.
27 ) l 式(2

.
28 )

。
.
一一了一

{一 。

一1.3967 1.3032 1 1.1862
1.弓8 1 1 ’

1

.

4 8 7 2 1

.

3 5
44

1

.

9 9 9 0
{

1

.

9 4 1 1 1

.

7 7 6 2

2

.

0 0
6

0
1

.

9
8

6 4 1

.

8 3 1 1

1

·

8
7 6 8 { i

·

8
7 8 5 1

·

7 4 7 8

1

.

7 1 1 2 1

.

7 2 1
0

’

1

.

6 1
8

5

1

.

5 5 4 2 一 1
.
5552 1

.
4795

1
.
3878 1

.
3967 1

.
3449

1
.
24 50 1

.
2508 1

.
2194

1 1160 1 1
.
1187 1

.
1043

表 2 (。= 0
.
1 )

,

1

“

{ * * * 自
, , 、

} 推广的多尺度法
-

—
{一世型兰,岁二一}—

鱼鱼丝上一
”

}
“

}
“

0
·

0 8

}

1

·

3 2 5 6

1

工
·

42

3 9

0

.

1

’
1
.
4 9 1 9

}
1
.
6 1 5 5

1
.

8 3 5 9

1
.

8 0 4 1

1
.
6 6 8 0

1
.
5 1 8 0

1
.
3 8 1 1

1
.
2 6

26

1
.
1 6 1 3

1
.

0 7 4 7

{

工
·

, , 34

… ;黑

O“�”�峨上门乙八」
0. 00.0.0.

0
.
4

0

.

5

0

.
6

0

.
7

0

.

8

0

.

9

0
.
2

0

.
3

0
.
4

0
.
5

0

.
6

0
.
7

0
.

8

0

.

9

1
.
5 4 0 0

1
.
3 8 9 4

1
.
2 6 5 6

1
.
1 6 2 3

1

.

0 7 4 9

1
·

0

}

1 } 1

1

1

步步仿效本文第三段的解题过程
,

可 以得到任意变系数二阶线性常微分方程定解问题的

解答
.

用插值摄动法也可求解非线性变系数二阶常微分方程 (最高阶导数乘以小参数 ) 的定解

问题
,

其解题步骤也和本文第三段的基本相同
,

只是在用正则摄动法求外部解时可能会遇到

一些困难
.

总之
,

本文方法对求解边界层型问题
,

具有很好的通用性
,

计算过程简单
,

精度高
.
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