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摘 要

现有关于矩阵方程A X 一X B = C的显式解的几乎所有结论都是在A 与B无公共特征值的条件

下获得的
.

本文利用特征投影给出了方程在A 与B均对称或反对称时一般解的显式形式
。

我们所

得到的结果不仅适用于任何特征值重数情形
,

而且可以用来讨论该方程的一般情形
.

关幼词 矩阵方程 显式解 特征投影 矩阵方积

一
、

引 台

求解矩阵方程

A X 一 X B ~ C (1
.

1)

是一个很基本的问题
,

其 中A
,

B
,

C及待求矩阵X 分别为。 x m , 。 x 。 ,

m x 。及。 X 。
阶实矩

阵
。

首先是由于该方程在力学
、

物理
、

控制论等实际应用领域中的重要性决定的
.

例如
,

在

决定稳定性时需求解以下著名的 L ia p u n o v 矩阵方程

A , X + X A 二 一 Q (1
.

2 )

此外
,

该方程的结构也向矩阵论学者提出了富有吸引力的挑战
.

现在
,

在一些相关领域有大量文献讨论方程 (1
.

1) 的解的存在性
、

解的唯一性
、

解 的 性

质及解的显式表达
,

例如文献【l、 10〕
.

但几乎所有的结论都是在A 与B 无公共特征值的假设

下获得的
。

A 与B 有公共特征值的情形相当复杂
,

还没有进行过彻底研究
.

只有M a 〔‘”和 B
.

N
.

D at ta

& K
.

D at ta
‘’2 ,
分别讨论了B (= A )只有单特征值或C = 0及B (= A ,

)为不可约 H es se n ber g

矩阵的情形
.

另外
,

R o th t ”给出了方程 (1
.

1) 有解的充分必要条件
.

最近
,

郭等 在 文 〔13,

1 5〕中彻底讨论了以下张量方程

AX 一 X A = C
,

A , = A (1
.

3 )

艺李
_ IU “

一 r

X U
, 一 ,

= C
,

U
T = U (二

.

4)

并得到 了内察解 (即抽象或基无关解)
.

在文献 〔1 4〕的启发下
,

我们将利用特征投影来研究方程 (1
.

1) 关于A 与B均对称或反对称

.
国家自然科学基金资助项目

。

1 湖南大学数学系
,
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.

2 北京大学数学系
,
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时的显式解
.

所得的结果不仅对任何特征值重数适用
,

而且有助于一般情形下 方 程 (1
.

1) 的

讨论
。

二
、

准 备 知 识

在这一节我们将陈述 H e r m i七e 矩阵的一些性质
.

以下假设A 与B 分别为。 x 。 , n 火 。
阶

H e r m ite矩阵
.

我们道知
,

任何。 X m 阶H e r m i七e矩阵A 可看成通常 H ilb e r t 空间C “上的 H e r m i七e算

子
.

因此
,

假设几
, ,
⋯

,
几。(k( 。)是A 的所有互不相同的特征值

,

则存在一族特征投影通尸
。

卜忍
一 ,满

足

a = a

(艺
.

1 )
a 笋 “

尸,0
JrI
‘

一一叮尸8P

乙 尸
。
~ I (2

.

2 )

其中。和I分别为 m x 。阶零矩阵和单位矩阵 (对于不同的。不加区别 )
.

此时A 可表成

A = 乙心尸
。

(2
.

3 )

当k > 2时
,

对于给定的 a ,

将

A 一标I = 习 (几
, 一 凡, )尸

,

代入 以下连乘可得

刀
。

(“ 一

砂 : 9a{勿
一、声)尸

·

}

买{只
。

(几
, 一 几, )}尸

。
二 n (几

。 一几刃尸
。

= P
。

尸
。

夕
护 a

(2
.

4 )

其中

P
。
= fl (几

。 一 几, )笋 。

夕砂 a

在这里我们利用了正交性 (2
.

1)
.

这样就有

(2
.

5)

尸
.
= 一生

P 0

fl (A 一几
。
I)一

言系
了’一 ,A, (2

.

6 )

其中
,

I孟= 1 ,
I言~ (一 l)

,

习 几a
l
⋯凡a ,

(P = 1 , ⋯
,
存一 l) (2

.

7 )
1 ( a l < ⋯ < 口 ,

延k

(笋a )

当k = l时
,

我们约定P I = 1 ,

则 (2
.

6 )式对寿= 1也成立
.

类似地
,

设 拌1 ,

⋯
,

“‘(I《n) 是 B 的所有互不相同的特征值
,

则也存在一族 特 征 投 影

{Q, }琴
。 :
使得
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。 。 _ 了Q , ,

刀= ,

写声写夕一 1
、

O一 万沪y

E O , 一 I

尹. 1

(2
.

8 )

(2
.

9 )

B = E “, Q ,

声一 1

(2
.

1 0 )

Q , =

于
n (B 一 。

vI) =
一

全
一

甘声 , 呐声 甘声
E 月

一 ; 一 。

, 2
.

1 1 )

其中
,

g , = fl (召, 一 科,
)子 。

y 祷夕

J二= l ,
J尝= (一 l)

,
习 “飞

,
,
⋯拼,

,
L

,

(g =

l f ljl < ~ < , 。
扩I

l一 1 ) (2
.

1 3 )

(尹月)

三
、

主 要 结 果

为得到所要的结果
,

我们先讨论以下C 上的矩阵方程

A X 一 X B ~ C

其中A 与B 如第二节所刻划
.

定义3
.

1 如下定义 的

因 : C , “
“ x C

, ’ .

, L in (C
, ‘ ’

) :
(S

,
T )叶S因 T 映射称为矩阵方积

,

(S冈 T )X = S X T . ,
V X 〔C 协

’ ”

其中T 肠
表示7

’

的 H e r m ite转置
.

对于第二节中定义 的魂尸
。

}及笼O , }
,

令

P
。 , = P

。

因Q, ,

(a = 一,

⋯ , k
,

刀= 一,
⋯

,
l)

则很容易验证以下关系式
:

(3
.

! )

其作用如下
:

(3
.

2

(3
.

3 )

rP
a , ,

p
。 , p

, , = 弓
、

0 ,

告 忿

艺 E P. , = l

(a = a , v = 刀)

其他
(3

.

4 )

(3
.

5 )
a 一 1 声一 1

其 中 l和 O分别为C “ “ ’
_

上的恒同算子和零算子
.

我们称{P
。

时为月与B所诱导的特征投影族
.

有了以上记号
,

我们可以改写 (3
.

1) 式左边为
:

奋 乙

A x 一 x B = (A 因I 一I冈B) x = 艺 E (久
。 一 拼, )p

。 , X
a 一 l 夕一 1

(3
.

6 )
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令 L一 乙 乙 (几
。 一为 )p

a ,

a , 1 夕二 l

(3
.

7 )

则L是C 仇 ‘ ”

上一线性算子
,

且方程 (3
.

1) 等价于C 仇 ’ ”

上向量方程
:

LX = C

此外
,

对于任意给定的
a 和刀

,

y ~ C “ ‘ ”

有

L (P
。

, Y ) = (久
。

一拼, )P
。 , Y

这就是说刀
。 , = 几

。

一为是L的一个特征值
.

定理 3
.

2 C 上矩阵方程

A X 一 B X = C

其中A 与B 为以上所刻划的H er m it e矩阵
,

有解当且仅当

(3
,

8、

侧

(3
.

1)

七一 l 王_ 1

习 p
。 , C = 兄 乙 户, 。A

,
C B

q 一 0

P 一 o q 一 0

(3
.

1 0 )
只
a

-

其中

P , 口 习
几a = 召尸

I笠
_ 1 _ ,

J宝
_ t 一。

p
o

q 声
(p = O ,

⋯
,

k 一 1 , q = o ,

⋯
,

l一 l ) (3
.

1 1 )

此时一般解由

k 一 1 1 一 l

显式给 出
.

习
几

a

护召

其 中

P
。 , C

几
。

一尽。
+ x k ” = 乙 乙

。, 。A
,
C B

q
+ X “e r

, . o q 一 0

(3
.

1 2 )

。 , 。= 习
只
。

并召

I艾
_ , _ ,

J呈
一 1 一 。

。久
。

一 拜, )P
。

q ,

(户二 o ,

⋯
,

k 一 l , q = o ,

⋯
,

l一 l) 13 )

七 一 1 1 _ l

X k e r

‘k二 L一

{
,
。

黔
。 ”一 ,

厂 一

刀石
。, 。,

,
: 。。

{
Y〔C 二 二

} (3
.

! 4 )

特别地
,

证明

当无久
。

一 拼, 时
,

方程咬3
.

1) 对任何 C都有唯一解
.

首先 证明存在性
.

若万程 (3
.

1) 有解
,

以 万 P“作用于 (3
.

1) 的两边则有
只

a

= “口

习
几
a

二拌口

P
a , C = 习 P

。
, (LX ) = 艺 (元

。

一 拼, )P
。

, X
又
a

一拼口 又
a

一召口

= O (利用 (3
.

4 )式 )

另一方面
,

若 习 氏 , C 二 O ,

令X I m 二 习
久a 一拼。 几

a

笋“,

P
。 , C

凡
。 一拼产

A X I m 一 X l m B = LX I m

一 习
几a 笋拜

。

一 C

P
。

, C = 习
几

a

笋拌。

P
a , C + 习 P

。 , C
风a = “日

(利用 (3
.

5 )式 )

即方程 ‘3
.

1) 有解
.

现在我们只需证明 (3
.

1 4 、式
.

首先 由(3
.

的式显然有

不习 p
。 , V ry 〔C 。 ‘ ”

下二 k e r L

气通
a

= 召口 少

(3
.

2 5 )

另外
,

V Y〔k e r L
,

由(3
.

5 、式有

Y = 乙 兄 Po , Y

a 一 1 声
一 1
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于是
,

由 (3
.

4 )
,

A 犷一 YB = LY = 习 (几
。 一拼刃P

a , Y 一 0

之
a

笋拌 ,

对任意几
。

子抑
.

有P
。 , Y = 。,

这样就有

Y = 习 P
。声Y 〔{ 习 P

。 , Y !Y 〔C “ ‘ ”

}
几

a

= “刀 只
口

二 I‘a

即
k e r L g { 习 P

。 , Y }Y〔C , ‘ ”

}
久
。

= 户
。

至此
,

我们就证明了 (3
.

14 )
,

从而也就证明了定理 3
.

2
.

#

注3
.

3 如令{久
, 十 , ,

⋯
,

七}= {闪
一。十 r + , ,

⋯
,

“, }是A 与B 的所有相同的 特 征 值 集 合 (可能为空集)
,

则

{勺
。
}及{内

。
}分别为相应于{几

1 ,

⋯
,

久
,

}
,

{“
1 ,

⋯
,

闪
一。十 ,

}及{久
, 斗 : ,

⋯
,

而} 的对称有理多项式
.

这样
,

如令

f(久) h(久)和 g挤)h (久)分别为A 和B 的最小多项式
,

其中(f(几)
,

g (久))= 1
,

则可将{。, 。圣及{p , 。}分别表示成f(幻
,

g( 幻和h (幻的系数的有理多项式
.

这样应用所得结果时就无须具休计算A 与B 的特征值
,

因为 H e r m ite 矩

阵的最小多项式是很容易求得的
。

由于 R , ‘ ”

g C “ ‘ “ ,

利用复化和定理 3
.

2就很容易得到方 程 (1
.

1)当A
一

与B 均对称或反对称

时的显式解
.

具体如下
:

对于对称矩阵A 〔R “”和B〔R
” “ ” ,

A 与B 可看作 H er m ite 矩阵
.

同样假设之
1 ,

⋯
,

几
。

(掩

《m) 及拼
, ,
⋯

, “:
(l《

,
)分别为A 与B 的互不相同的所有特征值

.

对于反对称矩阵月〔R
“ “ , 和B 〔R

” “ ” ,

令之
l ,
⋯

,

几, (k《。)及拼
1 ,
⋯

, 拼: (l(
。 )分别为 A

与B 互不相同的所有特征值
,

则以 , ,
⋯

,

以 * 及扭1 ,
⋯

,

印:
分别为 H er m ite 矩阵‘A及iB 的所

有互不相同的特征值
.

易见
,

第二节中对于‘A和iB所定义 的{尸二}与{Q ; }形式上与对于A 和B

所定义的笼尸
。

}与 {Q好一致
.

此外
,

如几,一 O是A 的一特征值
,

则

P I〔R 仍 “ 价 (3
.

1 6 )

由于反对称矩阵的非零特征值为成对 出现的共扼复数
,

如元
。

手 。为A 的一特征值
,

则必有耘使

与 = J
。

也是A 的一特征值
,

且易证

P
。
= P ,

另一方面
,

方程

A X 一X B = C (3
.

1 7 )

有解当且仅当

(iA )X 一X (‘B ) = iC (3
.

1 8 )

有解
,

且 (3
.

15) 所有解的实部组成 (3
.

17 )的全部解
.

此外
,

我们还可以证明

尸一八妇

万
只
。

笋‘召口

二(iC )Q升
;又

。

一 ‘拌, )
一 习
只

a

笋群。

P
。
C Q夕

几
。 一 拼尹

七 _ 1 王_ l

= 乙 乙
。 , 。A

,
CB

q
〔R , ‘ ”

p一 0 q . o

且
习 P

a , Y 〔R 价 “ ” ,

V Y 〔R “ · n

之
a
= “日

这样
,

由定理 3
.

2就很容易得到推论 3
.

4
.

推论 3
.

4 设A 与B 是如上所描述的同时为对称或反对称的矩阵
,

则方程

A X 一X B 二 C

有解当且仅当
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户一qA , CB q = o (3
.

1 9 )
l-1乞q-0川E,-0

习 P
o

CQ , =

而= 与

此时
,

通解由

x 一 习
~

挺伞 +x * -

只
。

尹夕
。 了‘a 一 尸声
p

含一 l 王一 l

艺 艺
。, 。A

,
C B

q
+ X “ , ,

(3
.

2 0 )
, 一 o q 一 O

显式给 出
,

其中

七一 1 正一 l

买买
p , 。“

,
Y B 。 ,Y‘R 。 ‘ ·

} (3
.

2 1)

户

J
.
-.

任keX

且 {户一。 }和 {。一。}如定理 3
.

2所定义
.

#

对任意实矩阵A
,

A 有唯一分解

A 二 A I + A
Z

其中A l
和A

Z

分别为对 称矩阵和反对称矩阵
.

则以下引理显然成立
.

引理3
.

5 R 上矩阵方程

A X 一 X B = C (3
.

2 2 )

有解当且仅当存在矩阵D 使得以下矩阵方程

A , X 一 X B I = C 一 D (3
.

2 3 )

及 月
Z

X 一 X B
Z
= D (3

.

2 4 )

有公共解
,

且 了3
.

2 3、与 f3
.

2 4 、的对于使它们有公共解的D 而得到的公共解全体为 (3
.

2 2 )的 所

有解
.

#

这样
,

我们就可以利用推论 3
.

4来讨论R 上一般情形下的矩阵方程 A X 一 X B ~ C
.

在第四

节将给 出一个例子来说 明如何用推论 3
.

4来进行讨论
.

四
、

例 子

在这一节
,

我们研究 L ia p u n o v方程

A T X + X A ~ 一Q 、 4 一 )

_
, J

f
Z “

具 甲
,
月一

}
。 2

、
0 0

一

{)⋯
特征值 2和 _ 2

.

{
一

))一
值为一 2 , 1和 3

,

由推论 3
.

4知方程

/夕.11.、
、、

一一A于由

月 ;X + X
_

月! 一 一 Q 一 D

对
·

给定的Q和D 都“唯一 ”
·

A
Z 一

i
A

Z

X 一 X 月
2
二 一 D

仅对如下的刀有解
,

(4
.

2 、

() l

一 1 0

O O
{
的特征值为 士‘和 。,

由”论 3 一””程

(4
.

3 )
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)卜
1 ,
“1 2 ,

“1 3 ,
“

2。 ,
“

3 ‘’ “
3 2
〔“⋯

1 0 5了

一

!(
d l ! ‘1 2 d 1 3

D 〔
}{
“, 2

“, 1 d
2 3

〔、d 3 。 d 3 : 0

(4
.

4 )

利用推论 3
.

4可得方程 (月
.

2 )与 (4
.

1

X 一 2 4

P 1 1

P
Z I

3 )对于这样的 D 的解分另11为
:

P x : 一 2 4 Q: : 一 2 4 d
2 3

P
Z : 一 2 4 q l3 一 Z d d z 3{ (4

.

5 )

6 q 。。

和

、一 2 4 9 3 2 一 2 4 d 3 :
一 2 4 9 3 1一 2 4 d

。-

d 1 2 / 2 + x ,

一
d , , / 2 + “ , Z d

, 3

、
一“, , / 2 一 “ 2 一“, 2 / 2 + ‘ , , 一“, 3

】
ds

Z 一 d 31 x 3 。

(4
.

6 )

‘了.....、、

一一X

其中
,

且
x : , ,

且

一一

、、. .下..夕产.几2dJ1J.卫....1.. .. . ,

、、....‘J夕产
夕

Q = (q
。,
)

3 、 3

P l l = 一 7 q , l + Z q l : + Z q : z一 9 2 : 一 6 d
l 、
+ 4 d

, 2

P 一: = Zq z l一 7 q l : 一 q Z ;

+ 2 q 2 : 一 8 d
l :

P
: l = 2 9 一z 一 q l : 一 79 : ,

+ 2 9 2 : 一 8 d
1 2

P
Z : = 一 9 1 :

+ ZQ : 2

+ 2 9 2 , 一 了9 2 2 + 6d
; 1
+ 4 d

: 2

x , 。

是实参数
.

令 (4
.

5 )与 (。
.

6) 两表达式右边相等可得关于D 的元素的如下条件
:

d
2 3

= 一 9 2 3

/ 2 ,
d

: 2 = 一 口3 2 / 2
, g : 3 = 9 3 : = 0 , x o 3 = q 3 :

/ 4

口‘了
、

,

!
、、8

一 8

一 8
(4

.

7 )

八匕O自q白

月.1,
J

‘

夕产

l
‘t、

6 1 6

一 7 q : l + 2 q 1 2 + 2 q 2

一 q Z :
一 2 4 x : ;

一 Zq : :

+ 7 q : 2

+ q Z ,
一 2 q 2 :

+ 2 4 x 12

一 Z q : ,
+ q , 2

+ 7 q 2 、
一 2 q 2 :

一 2 4 x ; 2

q 一: 一 2 q l : 一 2 q 2 ,
+ 7 q 2 :

+ 2 4 x , ; )
、龟、,

!
8

一 8

一 8

的秩为 2 ,

因而 (4
‘

劝有解则只有唯一解
.

方程 (4
.

劝有解当且仅当

1 6 尸

x l :

一 (一 3q ; 1+ q , 2
+ q 2 1一 2 q 2 :

) / 1 6 , x lZ
= (一 q 、:

+ q : : )/ 8

勺一q�nn, .1J..1

d 」1= ( 一 g , l + 9 1 2 + 9 2 1 ) / 4 ,

d l : = 又一 g , 、一 9 1 2

因此
,

方程 (4
.

1) 有解 的充分必要条件是q 1 3
二 q 3 ,

~ o ,

l一竺到
) 4

q 1 1 q -

一 Z q x Z

8

一 q Z ; + 2 q 2 2
)

,‘ s

并且通解为

_ 鱼上、
2 (

X =
q l

一 2 q 2 - 一 q l z + q 1 2 + 9 2

一 Z q Z z

8 8
a

一
4刀

q 3 3
3一q�q一

一

护‘....... .......、

其 中a ,

刀为实参数
.
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