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摘 要

本文按照易曲物体的形变理论来确定薄壳的内力和内矩
�

应变能以及外力的功
�

从 而 根据虚

位移原理求得临载荷的能量准则
,

并导出稳定问题的平衡方程和边界条件
�

关钻词 壳体 稳定 临界载荷
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按照易曲物体的形变理论
〔” ,

薄壳任一点在坐标线� � , � �和 中面法线方向的位移。
, 。,

功可表为

公二 “� 之�
, 公� �� � 之价

, 功 二 功� � � ��
�

��

式中
。, 。 , 山为壳体中面 的位移

�

由直法线假设可得

口� 一 � �����
� � �
��

� �� � � �

功�� 一 � � ����
� � �
��

� � �� ��

� � 一 �
�
委

, � � 委
,

��� � ��
�

��

式 中

、���,�,‘色���尸功一凡
� 口�

�

� 口月 � � � ,

切 � 口”
�

� 口�
,

口 , ‘� 不厂
,

蕊万
目

十丽石万百石歹
“个瓦

, “” � 万石
一

瓦万十瓦月丁不井
“十

君 ��
� 如
� � 口� �

� 口功

刁 � 口� �

�

� �� �

口� 竺� ,

而
�

� 口� � � �
�

几‘� 蕊〔
‘

瓦万一习雨丁万瓦
� “ ��

�

��

彻一帆
�

一选召 ��
“

� �
’

日 ��
口

凡
壳体任一点的单位伸长和切应变为

· �, �

程拾
三� ‘竺丝业互哎隽忠箫李

一

吵业竺止

。 �

找装黯
�

鱼鱼嗯精群

�￡�之

碧贵赘拼琪奇
�

耀杂裂森
目

拼精念牛兴黯
�

裂杂
�

招撬
旦

��
�

��

�国防科学技术大学
,

长沙 � �。。��

��� �



��� � 黄 炎

式中

�
� �

刃
�

� 口劝
注

。

口�
,

� 口�
, 。 �

�
一丁

一

诵一 花子, 一公十
一斤

直 �六
� � 仅 � 八�

�� !∀

�� 一

才碧十试不

� , � 一

公
一

爵
一 、
岚

札 一

公髦
一

类
� ,

豁
, �

价
,

瓮
一

‘
,

�
, 、�

一

弃
月
�

�

场一 �
� �

�浮 �

口�
�

� �月
�

口� �

口�
�

�
�

口�
,

�

不户砂
口以 �

�
按照均匀和各向同性体的虎克定律

,

当忽略壳体中面法应力几
�

时
,

壳体的内力 �
� ,

了�
,

,�
’

�� � 了
’
� ,和内矩 �

, ,

�
� ,

�
, � ,

五�
� �以及应变能月为

〔乙〕

,
�

� 一

丁
� � �

�
��

贡�
�一 �

�一

�
� � �

�
‘�

渝�
·�·

了
’

�
一

卜�
‘�

后
一

���
,

�
�
一

�
� � �

�
‘�

价�� 
二

” �� 一

孙�� 剥 ��
,

�
��

小�
, 十

交�硫
,

一�
� ��

�
��

渝�
�·

,

�
� � 一

�
。 ��

�
� �

渝�
·� ·

��
�

��

、����������
、

�
������������声了

� 一

合���
、� � �一 � �

��

一 � � ��

一��
�“

�

�
‘�

愉��
‘�

渝�
� � �� �

�
� ·

�一 ��

式 中

仃 �� �

�

� 一拼乙 �
� � , � 拼�

� �

� � �� �

�

� 一 拼
�
�己
� � � 拼￡� �

�
� � ,

�
� � 二, � 二一� � 二

� 又� � 拼�

� , � ��
�

��

� 为弹性模数
, 拼为泊桑比

�

二
、

虚 位 移 原 理

将虚位移原理应用到变形物体
,
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时
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q 芬为壳体上分布载荷 的分量
.
通常体积力

,

如重力和惯性力
,

其大小和方向是不变

的
.
表面力

,

如液体或气体的压力
,

其方向是变的
.
欲使积分不是对已变形位置进行

,

可将
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如图1所示
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若边界位移是给定的
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确定临界载荷的能量准则

当壳体的载荷等于临界载荷
,
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.
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式然后代入 (1
.
5 )式可得

k11= k厂
:
+ a k z:= 左梦

2+ a左老
2 ,

k
; 2

= 左r
Z
+ a k {

: ,
介
21= k Zo

:
+ a k鉴 (3

.
6)

尸叹一ae一、汉入口
k ;
:
=

秃;
、 ,

口e二

刁 1 口a l
e
;
。,

左孟
:= 一

A
2

1 d A
z

一直i兀
一

百面
“ 儿

(3
.
7 )

理一欢月一a已
产。一口口

1

一Al一k :
2 口e二

3

口a l

l

A IA
2

十 二斗
了恤 l月2

e
}
3 ,

k 二:=
月
2
口e 悠

; . 1 口A
,

二子 二
十
~
1 一

刁一

了
二

U 仗2 肖卜d性Z U 仗 l

e 歹
3
}

…和上式相似
,

仅将上标
“ ‘”

改为
“ “ ” .

将 (3
.
4)式和 (3

.
6)式代入 (3

.
3)式并略去第一平衡位置线弹性应力状态的非线 性 项可得

、........甲吸户eeleswe

、..声

己1 1
=

e
r

:
+

z 寿r
,

1
+
之
/ R

l

e
;
:
+
z
k ;

,

1
+

z
/ R

I 圣+ 心二)

己22

e
犷
:
+ z左犷

:
:二二

一
1+2/RZer:+二舟宝:

e喜
2 + 之

k 璧
:

1+ z/R
Z

+
答
‘e;;

+
答‘
e;:

+ e l

+ c监至+ 心当)
(3
.
8)

aa++

C12=

,
e

;

,
+

:
k 罗

,
.

1

一
~
一了气下二万万亏一 十a .1
个乙/ It

Z 、

e
l
:
+

之
k {

:

l +
z
/ R

,
l +

z
/ R

, +

e 要
,

+
二
k 绪

,

1
+

z
/ 凡

+ aZ(e至
, e 步
:
+ e要

Ze
老
2
+ e {

3e要3)

将上式展成
二的幂级数代入 (1

.
5) 式然后代入 (1

.
6)式和 (1

.
7)式

.
积分后仅保留

z
和a的二

次幕可得

7
’

;

= T 梦+ aT ;+ a
ZT 全

,

M

;
=

M 呈+ aM {

T Z= T 穿+ aT 吕+ a
ZT 犷

,

M

Z
=

M
穿+ a M 者

T , 2
= T 梦

:+ a T 要
:+ a ZT 了

2 ,

M

: 2 二 M r
:
+ a M {

:

T 21= T ;
:
+ a T 考

:
+ a 么T 犷

: ,
M

2 1
=

M 罗
:+ a M 老

,

A = A

“

+
a

A

“ 尸

+
a
Z

( A
,
+ A

l,
)

( 3
.
9
)

( 3 一 。)

式 冲

飞
1
1、、.声

T ;
= 华攀

丁
f

l ee 尽
一

L

E d d

Z
/ 1 1 、/

, .

e
i

‘
一拼e i

, 一而气瓦一瓦八
“上

‘ 一
e妥
:

1一拼2 R z

T 奎=
E d气

毕了「l一 林
一

l

_

·
‘
2
+ “· ,

! +

畏(氨
一

众)(
。,
: - e三

:

l一 拌2 R
2
)〕
�I||J工es月..J‘

、..了
、
、.口/

会资
.
门

.
“e

r

l

�
T 里
:

T 了-

-2 1 —

�...J
.人

..奋舀

口

、

!

l

妇

E J

2 (l + 拼)

E 6

2 ( 1 + 井)

E d
3

12 ( 1一拜
z
)

E d
3

+ e
d
Z/ 1 1 、l

, 。

一 而气瓦 一几八
“;

:
-

l

。
;

2
+

一

〔
k, :

一

!

“,
宕

·‘
!+

霆(减
一

众)(
。;
: -

(3
.
11)

+ 拼掩孟
:一

(

1 1

R I R Z

1 2 ( l一拌
2
)

E d
3

2 4 (一+ “)

+ ““
生

+ 叹戴
一

点)
·

〕

一一一�MM

M
+ “‘

工
一

(减
一

众)
·
:
:

」
.12r佗厂
L.=

M Ed3
一 2 4 ( l + 河〔

“,
2+ “,

二

+

(竟
一

众)
·
;
:

」
.
“



薄壳稳定的变分原理 1083

曰=A 产
=

E d

2
(
1 一 拼2) JJ{

+
e

, 。 二 _ ‘ _ 1 .
1 一 拼 , _ 。

了
‘尸‘ ’ ‘匕 ” 个 -

了
气已 i

’
个 e“ ,

-

+

摺l
。:: + 。;: + 2。、;

1、:
2
+

宁
(。:: + * ; : ) 乙」

一

(公
一

俐1
2·‘1‘, ! 一 2· ; 2 “‘2一

誉
+
资
+
洲
2· ; 2。;2

一 Z e盆
,

k 璧
:一

e石孟
R 1
+

誉)〕}
AIAZdaldaZ

式 中占为壳体的厚度
.

因子l/R
;一 l/ R Z的项

.
7

’

r

,

…
,

A

。

与以上各式相似
,

仅各项上标
一‘

I

(

3

.

1 2
)

改为
“ 。 ” ,

且通常略去含

。
, ,

E d

1 笼二云不不丙 仁e 孟宝+ “ i 主 孟+ “ (
e
; 矛+

;
岌矛+

e
;孟月

E 占
= 2 (1‘莽勺〔姚至+ 时委

+ e ;

+ 口鑫丢+ 拼(
e
}圣+

e
;}+

e ;丢)」

, ,,

E d

= “
‘
== 可汗可

气“ ; , “‘
,

+
“‘, “‘

,
+
“
1

, “‘,
)

内2生了勿
二

,司

Z

应用到 (3
.
1 1) 式还可得

“
’ ,
一

JJ
( T 贫
e1.+ M rk至

:
+ T f

e
里
:
+ M 罗k盆

2
+ T r

Ze ;
:
+ M 了

:
掩童
:
+ T 犷

, e 孟

+ M 罗
:k里:)A

IA Zd a , d a Z

( 3
.
1 3 )

A
,
一

合JJ
‘T :

。
:
!
+ M : “:

!
+ T :

·
:
:
+ M , 、;

:
+ T ;

:。
:
:
+ 、;

2
。:
:

+ T 全
:e ;

,

+ M 尝
:k三
:
)A
l月:d a ,

d a :

( 3
.
2 4 )

A
,

= 生
2 11[(

: :+

臀)
(· : : + ·

; ; +
·
;‘)+

(
T 罗+

赘)
‘
·‘, +

· , , + · , , ,

+
(
T :

2
+

臀
+T:大 +
臀)

‘· :
: ·

;
,

+
·
;
: ·

;
2
+
·
:
3 ·

;

小
,
2
、a !、a Z

(3
.
15 )

A
“

与 (3
.
14)式相似

,

但各项的上标
“ ” ,

改为
“ 。 .

, .

当应用虚位移原理时
,

仅变化附加位移洲
1,

av

l , a o
l , 则

J“二 a d u l, d
”
= a d

口一, 占切= a d 切-

对于稳定问题
,

通常载荷是指与壳体变形有关的分布力
.
将‘3

.
4)式代入 (2

.

(3
.
14 )式一齐代入(2

.
2)式

,

略去砂的项可得

(3
.
16)

3)式然后和

占R I= a占R ; + a
Z
dR 了

式中

‘R ;一

JJ

(。
1““1 + 。:‘一 + 。

·

“? 1, A l“
Z
d a ld a

!

‘R :一

JJ{

〔、1(
·
;
1
+
。、
:
)+ 。

1·
;
:
+ 。

2·
,
1一 。·。

;
:
:。“1

(
3
.
1 7
)

+ [ g
:
(
e
主
:
+ e鉴

:
)+ 9

le
夏
:+ g:e‘

。 一 g
oe
‘
3
]d。:

+ [ g
。

(

e

:

,
+

e 上
:
) + g

:e
皇
:+ g:e尝3〕占。;} A IA :d a ,

d a :

将 (3
.
14)式代入 (2

.
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4)式可得

(3
.
15)



黄 炎 黄 瑞 芳

“R
Z

一“R , 一

可
(, 1“一 + 刃!2“一 + 护1‘。 1一“1“·: 3 ) A !

d a
Z

+ a

J

‘, 21“一 + ,
2
“一 + 犷

2
“田 1一 “

2
“·‘
3)A ld a l+ a p “?

1

(3
.
19)

因此第二二个平衡位置的虚位移原理为
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艺
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一 。是由于A
“

不依赖于
。 , , v l , 切 l, 而dA

。‘ ,
占R ;和占R 劣三项洽好组成第一平衡位置

的虚位移原理的数学公式

dA
o ,

= d R 至+ dR 夕 (3
.
20)

比较以上二式可得弹性稳定的变分公式为

dA ,

+ d A
I’
= d R 了 (3

.
2 1)

四
、

确定临界载荷的微分方程

临界载荷通常与边界约束无关
.
因此取第一平衡位置处于薄膜应力状态

.
将(3

.
5)式代入

(3
.13)式然后和 (3

.
17)式以及 (3

.lt)) 式一起代入 ‘3
.
2山式
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由于积分的任意性
,

上式双重积分号下各项等于零组成第一平衡位置薄膜应力的微分方

程
.
线积分号下各项等于零组成外力的边界条件

.
(3
.
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.
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.
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然后和 (3
.
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上式双重积分号下各项等于零 组成临界载荷的第二个平衡位置的微

分方程
〔弓’.

线积分号下各项等于零以及最后一项等于零组成外力的边界条件和角点条件
.
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五
、

用位移变分法求临界载荷

将 (3
.
12)式

,

(
3 1 5

) 式和 (3
.
15) 式代入 (3

.
2 1) 式可得求解临界载荷的变分公式

.
为简化

计算
,

首先可略去(3
.12)式中含因子 (1/R

l一 1/ R
Z
)的项

.
其次考虑到转动角州

3
和或

。

大大超

过应变司
, , 。

1
2 ,

时
、

和时
2 【”

.
相应地在 (3

.15)式和 (3
. 15) 式中可略去后者而保留前者

.
因

此我们得到一实用 的一般性的薄壳稳定 的变分公式
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