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摘 要

本文运用重合度理论
,

在阻尼可负的条件下
.

得到Li 亡n a r d 型系统
. d 一

, ‘
_

.

~

X = 一j了 g r a d 厂 ( x , + g r a d 行 (沉 , = p ( 了)
U ‘

存在调和解的若干新判据
.

关扭祠 L i‘n a r d系统 调和解 重合度

本文讨论如下
”
维L io n a r d型方程

, +要
g r a d F (二)+ g r a d。 (二 )一 , (, )

U 备

的调和解
.

以下恒假定 x 〔R
” ,

F 〔C
Z

(R
. ,

R )
,

G 〔C ‘
(R

” ,

R )
,

P〔C
‘

(R
,

R
”

)
,

P (t)
,

T > 0
.

(l)

P (t+ T ) =

关于高维L io n a r d 型方程 (l)的调和解
,

早期M a w h in 等把 (l)中 g r a d G (x )换为一般的

g (x) 时
,

对g (x) 附加较强的限制条件下证明了 (l) 存在调和解
.

1 98 2 年
,

丁伟岳
【‘’在阻尼为

正
,

即 护F (x) / 口扩》o(
a > 0) 时

,

并对 G (劝附加适 当条件下同样证明 戈l) 存在调和解
.

近年

来
,

葛渭高
‘“ ,s ’进一步改进了文 〔l] 的结果

,

并且通过把 G (x)
,

F (x) 联系起来
,

得到 (l) 仍

存在调和解的结论 (见文 献〔2〕中定理 2 )
.

本文 采用文 【2
,

3] 中的方法
,

在不要求阻尼为正 的条件下
,

通过建立‘ (x) 与 F ‘x) 的关系

式
,

得到 (l) 存在调和解的两个充分条件
.

记

定理 1

(a )

(b )

(e )

m = m a x }P (t)】
,

‘C ro ,
全]

优l = In a
心住 [ 0

x }户(t)】
, r 】

假设存在常数a ,

刀
, 丫, a > m ; ,

b> 。及R > o ,

非奇异常数阵刃
,

满足

当 x 〔R
” ,

}x J> R 时
,

(A x ) , g r a d G (x )> o

, g r a d G (x ) }《a g r a d G (x ) + 刀1x l+ y ,

V x 任R
”

当 ! x }> R 时
, g r a d , F (x )g r a d G (x )>

a lx l+ b !g r a d F (x ) 1

则方程 (l) 存在调和解
.

定理 2 假设存在常数
a ,

刀
, v , a

》tn : ,
b> 。及R > 0,

(a ) 当 ! x }> R 时
,

(A x )
, g r a d G (x )> o

(b ) }g r a d G (x )}《
口 g r a d G (x )+ 刀{g r a d F (x )l+ 下
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(e ) 当 }x {) R 时
, g r a d T F (戈)g r a d G (x )>

a lx }+ b {g r a d F (x ) }

则方程(l) 存在调和解
.

例 考虑如下方程

公+ e o s x 分+ x 二 e x P [ s in r」

上述方程可改写为

(2 )

: +

暴
(5 + 。, n x ) + x 一 e x p 〔s , n ‘〕

这里 g r a d F (x) = 5 + 幼 n x , g r a d‘ (x )= x ,

易证定理 1的条件均满足
,

和解
.

但这里阻尼f(x) = co 。川卜正
,

且

(3 )

因此方程 (2 )存在调

e x P [ s i n t〕d t手 0

因此不能用M a w hi n 及文献〔1
, 2

,

3川
, 的方法判定其调和解的存在性

.

定理的证明 仅证定理 l ,

定理 2可类似讨论
.

对 V 二〔R
, ,

定义 !xI ~ 艺 }x
‘

}
.

令

X = { x 〔C
‘

(R
,

R
”

) lx (t + T )= x (t) }

对 V x 〔X
,

定义其模为 }xll ~ m a x (}xI + }到、
,

则X 为B a n a c h空间
,

考虑X 中算子方程
“ [ o , 夕 ]

L 义= 几N (x ,

几) 只〔[ o
, l〕 (4 )

其中 L ~
d
“

d t“

d
,

一
, 、 ,

~
, 、 . ,

_

, 、

I v 又x
,
儿 )二 一 〕

‘

g r a Q 户 (x )一 g r a Q 行 Lx )十凡P又犷)
“ ‘

易验证L 是指标为零 的F re d h ol m 算子
,

集
.

另外
,

定义投影算子

尸
,

X n D o m L今K er L,

N 在口又 「0
,

l]
_

L是L 一紧的
,

其中。是X 中的有界开

Q
:

X 今 X / ‘m 乙
,

Qx 一

护
我们要用到如 下引理 (见〔2〕)

.

p x 一

劳(:
x ‘, )、,

({
X (, )、t

引理 设x 是B a n a e h 空间
,
五是指标为零的 F r e d h o ] m 算子

,

N
:

口x [o
,

l〕, x 是L -

紧的
,

其中口是X 中有界开集
,

满足

¹ L x 铸几N (x
,

几)
, V 义〔(o

, l) , V x 〔D o m L n 口口

À QN ( x
, 0 )子 o , V x 〔口口 自K e r L

» d e g {QN (
· ,

o )
,
口 门K e r L , o }子 o

则L x = N ( x
,

自在 g 中有解
.

下面验证引理的条件成立
.

对应 (4 ) 有
: +
喘

g r a d : (X ) + 、g r a d ‘ ( x )一 ; 2
, ( , ) “。(。

. 1、
( 5 )

设 x 一 x( f) 〔X 是 ( 5 ) 的任一 T 周期解
, ( 5、式同乘以到约并积分

久{
。

(毖) ,
口

ZF (x )
日x Z

分dt 一
料

。

(分)
2

P(t )dt 一
矛 (乡(r) ) , x d t

即有

产全 月 2 斤 f , 、 户 r
t , 一 、 月 , 几护 名 、尸 、 , . 心 丹 已 , . ,

一
、 、 户目 心

、 ( 忿 )
J
一一一不一花下一 x d 才= 一 凡、 吸刀〔t) )

’ X a t
J o

‘

O X 一 J o
( 6 )
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又 (5 )式同乘以 g r a d F (x) 并积分得

(分)
,
护F (x)
口x Z

分d t+ 几

结合 (6 )
、

g r a d
·
F (二 ; g r a d G (二

、,

: 才一 、
2

(
, g r a d

·
F 二 ) , : , ) d ,

(7 )有

l:
g r a d

·
F (X )g r a d G 、X )d ‘一 “l:

g r a d
·
F (

.

X 、, (‘
、
d ‘一

l{
‘, “))一d ‘

、。{:
}g r a d F 、X ) . d , + 川 1

1:
! X !d , 、8 )

记 M = m a x 】g r a d T F (x )g r a d G (x ) 1
{ 公 l‘ R

则对 V x 〔R
” ,

有

g r a d , F (x )g r a d G (x )》
a }x }+ b lg r a d F (

x ) }一M

因此由(s) 式可导 出

(“

一
)l:

}x .d ‘、M T

即 {:
}· !、,、

戳
)二R

l 、9 )

又 (5 )式积分得

l:
g r a d G (

·
)d ‘一 l:

, (‘)d ‘

从而
{}:

g 二 d G (X )d ,

{
、{:

}, 、‘) {d ‘、rn T

于是由条件 (b) 有
:

{:
}g r a d G (X } }。,、

a

(:
g · a d G (X 、d , + 刀}:

一 }d ‘+ :
,

7
1

、
a m 了

’

+ 刀R
l
+ : 7

’

“ “
2

记二 (t)一 , + ‘,

其 中 , 一

头}{
/ (, )d t, , 一 二一 , ,

贝I, }:
, (‘)d ‘一 0 ,

因止匕存在 t“已“
,

了
’

二
,

使

得牙。(t
‘
) = 0 ,

(i = 1
,

2 ,

⋯
, n

)
,

于是有

}, 。(‘) !、
l:

.“ (, ) }d : ,

}, ,一 : 份尧}一 、才 。、({
“ ,d ‘

(5 )式同乘以分(t) 并积分得

一

(:
. * ,

Z
d , + “

(:
、, )

· g ·a “‘(一 d ‘一“
忿

({
( , , r 。了‘飞d ‘

(:
. , 一d , 、 . * }一 l)

(,g r a d G 了X ) , + , , 心‘、‘、d ‘

、、*
:
+ 阴、:

l:
}, ,、,、 。*

2
+ 用、了

·

、了
·

({)
}, }

Z
d ,

)
“ 2

从而 有 (:
.* ,

么
d 才、 ‘R

:
+ m )

2
7

’
3

o R
。 “ 0 )

又由条件 (e )及 (8 )知
,

一定存在t。〔仁0
,

T 〕
,

使 }x
(t

。

) 1( R
,

因此

}X (, ) }、 一‘, 。) }+ (:
}, }d ,、R + 、

丽
、R

4

(11 )

进一步易证
,

存在风> O,

使
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}分(亡) 1《R
。

这里R ‘
(i

¹ 满足
.

= 1 , 2 ,

⋯
,

5 )均与之无关
.

记 R 。= R 4 + R S ,

取 口 = { x ( t )〔X !】}

由于K er L ~ R
n ,

当x 〔口口 n K e r L 一日口自R
”

时
, x 是常向量

,

( 12)

xi] < R 。

卜
,

则引理条件

根据条件 (a 、知

Q刃 (二
,

。) = 一
奈(
1 少

牙

g r a d G ( x ) d 才= 一 g r a d G ( x )铸 o

引理条件º 满足
.

同时易证

于是

F (召 , x ) = 挤月x + ( l一 拼) g r a d G ( x ) 举 0 0《召( l

d e g (QN (
· , o )

,

口 门R
“ ,

o ) = d e g ( 一 g r a d G
,

口门R ” ,

o )

二 d e g (一 A ,

口 门R ” , o )势 0

引理条件» 满足
,

因此方程L x 一 N 〔x
.

l)在 X 中有解
,

即方程 ( t 、存在调和解
.
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