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摘 要

研究约束的力学性质是一个非常重要而又实际的问题
�

本文在研究非定常的完整约束 的 力学

性质的基础上
,

进一步研究了非完整约束的力学性质
�

内容复盖了 � � � � 。 动力学和 � � � �� �  动

力学各类运动分方程中约束反力的性质
�

关锐调 约束 约束反力 完整系统 非完整系统

一 、

引 言

力学上约束的全面含义应包含两个方面 � 其一是对运动可能状态的限定
,

这里又分为完

整约束和非完整约束两类
�

对这一方面
,

一般文献均有论述
�

其二是对约 束 反 力 性质的限

定
,

对这第二方面
,

大多数文献中
,

尤其是在有关非完整约束的章节 中
,

常常避而 不 谈
【”

�

本文 的宗旨就是研究这第二方面的事情
�

本文研究三个部分
� �

�

研究完整约束的约束反力及

其性质
,

这里仅研究一般人认为较为复杂的非定常的完整约 束 的 力 学 性 质
�

�
�

研 究 应用

� � � �� � � 条件
【� ’「“’的非完整约束的约束反力及其性质

�

内容复盖 了非完整系统 分析动力学

的各类运动微分方程约束反力及其性质
�

�
�

研究不应用 � � �七� � � 条件的非完 整 约 束的约

束反力及其性质
�

二
、

完整约束的力学性质

考虑一个动力学系统
,

该系统由 � � � �� � � � 函数� ��
。 ,

空
� ,

�� 和理想的完整约束的独立

方程

� , ��
� , 才�� � ��

�

��

来描述
,

其边界条件为

�。 � 口
� 。

��� �
。

�� � � � 口
。 � ��� 才, � ��

�

��

这里 叽和空
�

三
�

� �
外分别为 � � � � � � � � 坐标和广义速度

, �是时间
� “� � , � ,

⋯
, � �

方� 一, � ,

⋯
, � , � � � �

� �� ��七。� 原理的泛函为

� ��
。 ,

空
。 , 才�� �

�� � �

��
�

��
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其约束条件为 ��
�

��
,

��
�

��

将刀变分
,

并令占刀 � � ,

则得

子�丝
川

、 ��
,

“。�

箫
““

·

�」
�‘一 。

��
�

� �

其约束件条变换为

买箫
。�

·口�
��

�

��

占�
。
� � ��� �

。

或�� � ��

应用文 〔�〕所指 � � � �� � � � 乘 子法
,

引入 � � � �� � � �

泛函 又�
�

� �中
,

经分部积分
,

并考虑到边界条件 ��
�

��
,

可得

��
�

��

乘子 勺
,

将约束条件 ��
�

� �纳入

「子�三二
�

�粼 、� � � 备
。

箫
�

井
“夕

鲁�
‘�

·

�
‘,
一 ��

�

��

由于引入 � � � � � � � � 乘子
,

使得��
�

相互独立
,

故由 ��
�

��式可得

口� �
�

咨 口�
,

花不丁一 一 万反 ,
�

十 之曰 拌声
�

万二一 � �

口甘, 口女�

万函 以甘 �

��
�

��

可见
,

方程 ��
�

� �与其约束条件 ��
�

��
、

��
�

� �一起
,

构成一组适定的微分方程组
�

在方程 ��
�

� �中
,

第三项为约束力分量
,

记为

�
�

口� 夕

叉 拼, 军李里

两
� �

�
��

�

��

将
”维矢量 � �约束力 � 和

。维矢量 �� �虚位移� 点乘
,

则有

�
·

�� 二乙 �
�

�、
。
�

� � �

戈, 戈,
, , � 口 上

’

夕
‘盆曰 匕山 尸声, 了二一
,
打 户函 � , �

口�
。,

户鲁
““

‘

��
�

���

将 ��
�

的式代入 ��
�

�。�式
,

可得

�
·

� � � 乙 �
�

�、
, 二 �

��
�

� ��

��
�

��� 式表明
,

约束力� 和虚位移� � 是正交的
�

我们知道
,

厂 , ��
� ,

�� � 。是随时间�变化的超曲面
,

占�在超曲面的瞬时切平面内
,

� 与��

正交
,

说 明� 与超曲面阴 瞬时切平面正交
,

即� 指向超曲面的法线方向
�

��
�

�� �式表 明
,

约

束力在虚位移上所做虚功为零
,

这类约束是理想约束
�

三
、

非完整约束的力学性质

应用 � � � �� � � 条件

考虑一个动力学系统
,

立方程

� , ��
, 。 ,

空�
� , ��

该系统由 � � � � � � � � 函数 � ��
� , ,

空, 。 �

��和理想的非完约束的独

��
�

��
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来描述
,

其边界条件为

� �。 � �
� 。

��� �
。

�
, � 工。� �

� , ��� ��� ��
�

� �

�
, 、 ,

.: 、 , 二 _ _ _ __ _ ‘ ,
.

:
_
、 _

~

、 、 ,

~ 一
.
~ _

,
. .

,
_

_ 。

q1s
和如

,

三刁奋一q
‘,

分别刀妇a g r “‘g e坐怀和) 久遥夏
,

r 是盯 IHJ
· ￡“ 1, 与

‘ ’ ‘

,

为 p 二 1 ,

与
.‘ ·

g
, g <

n .

H
a

m il to
n 原理的泛函为

H l一

J :

L ‘、
!。 ,

“1一 ‘, “‘
( 3
.
3 )

其约束条件为(3
.
1) 和 (3

.
2)式

将H
:变分

,

并令jH
, 二 o

,

则有

“H
l一

{ 鑫(奈
“91

·
+

豢
““1

·

)

“‘一 0

( 3
.
4 )

其约束条件变换为

户瓮
““’

‘ 一 。

(C h e 七ae v 条件) (3
.
5)

占9 1
,

= o

引入 L ag ra n g e

到 (3
.
6 )

,

则有

(才= t。

乘子拼尹
,

或 t= t,
) (

3
.

6
)

将约束条件 (3
.
5)式纳入泛函 ‘3

.
封中

,

经分 部积分
,

并考虑

。。!一

1
:
[
:
[
r 了

,

些生

州 、口q l。

口L

告
一

奈
+
身

,

票卜扮一 (3
.
了)

由于引入 L a g ra n g e 乘子
,

使得为
1, 相互独立

,

故 由(3
.
,l-) 式

一

可得

口L 口L

口q 一
, 口空1

,

+

惑
内

瓮
一 。

(
3
.
8
)

d一dt

可见
,

(
3

.

8
) 式与其约束条件一起

,

构成封 闭的微分方程组
,

文献 [5」[6」称 (3
.
8)为真实轨道

方程
.

在真实轨道方程(3
.
5) 中

,

第三项为约束力
,

记为

R l一
户
一
佘 (3.9)

将
n维矢量R

l (约束力) 和
。维矢量dq

: (虚位移) 点乘
,

R
;

·

d
q

:

= 乙 R
l, 己9 1,

8 = 1

= 乙 乙内
s,

1 夕
· 1

口f
, , _

不几
甲

口甘 l召

o
q
l s

一

黔户黔
。1

·

(
3

.

1 0
)

由 C h etaev 条件可知

R ,
·

d
q

, 二 习R
::己、, 。

= 0

J . 1

(
3

.

1 1
)

(
3

.

1
1) 式表明

,

约束力R
l与虚位移dq

;正交
.
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我们知道
,

介 (q
, ,

空
l,

约一 O是随时间变化的超曲面
,

d q
l在该超曲面的瞬时切平面中

,

R
I 与q l正交

,

说明R ,与超曲面的瞬时切平面正交
,

即R l指向超曲面的法线方向
.
(3
.
11) 式表

明
,

约束力在虚位移上所做虚功为零
,

这类约束称为理想约束
.

, , , _
_

J , 、

D
( f

, ,

f

Z ,

⋯
,

f

g

)

。 , 、

、
。, ,
山

, , _ 二 , 、 _

一
、 ,

一
, 。

兰 J a C O O I 丁丁夕lJ 工、一了下2万
一 一 _ 一

砚万
~
蕊万一污

-
于 U 只幼, 只幼田 J 尹气甘l

, 女l, ‘
)
~

U 川 以寸往 千于
JJ 、叹 l召 + 1 ,

一
, 生 I n ,

空1
。 十 , = 价,

(
g : : ,

空1
。 ,

t
)

(
a = l

,
2

,

⋯
, 。 , 。= n 一g )

应用 C h e毛ae v 条件

dql
。 +

, =

(
3

.
1

)
‘

式变换为

户瓷
““‘

“

(
3

.

1 2
)

引入 L ag ra n g e 乘子内
,

将 (3
.
12)纳入泛 函(3

.
4)中

,

经分部积分
,

并考虑到 (3
.
6 )式

,

则

有

。

~ f
t , 「启 l 口L d 口L

“‘, ’一
J

,。

L方气百互‘
一 J 矛

,

丙瓜-鑫
拼夕

瓷)
‘“1

·

.

六 l 口L

十 2
,

吸一不 一

—厂夏
、 a

q
, a +

夕

d

d t

d L

口q x
。十夕

+ 。,

)

“。1
:· ,

」
d‘一 。

(3
.
1 3 )

由于 引入 L ag ra n g e 乘子
,

使得dg
l。 ,

占9 1
。十 , 相互独立

,

故由(2
.
13)式可得

口价,
戈,

, , 口甲 刀

一 ‘曰 尸尹丙万二
芦, l 一 又 孟

U

(
3

.

1
4

)丝饥
J
一
dt

一此一6qla

口L

口q l
: +
夕

d 五
三丁

一

十拼夕一 U
U梦1. +夕

( 3
.
1 5 )

d一dt

在 (3
.14 )和 (3

.
15)中

,

约束力分别表示为

R l

一户
一
念

RI, + 夕 = 拼夕

(
3
.
1 6
)

(
3
.
1 7
)

将
n维矢量R

,
( 约束力) 和

”维矢量 dq
,

( 虚位移) 点乘
,

R

·

d
q

= 乙 刀l
。
d 。, 。

+ 乙R
l。 + , d o l 。十 , = 睿(

一

鑫
。,

概)
““1

·

+ 乙 拼, d g ; 。 , =

夕
0 1

“。1
。

一户瓷
“。!

·

)
(
3

.

1 8
)

/‘.、

夕拼

口一
:

,尸口‘

考虑到 C h e七a ev 条件 (3
.12)

,

则上式变换为

R
·

d
q

:

= 兄R
l, 占。;。 +

E
R

I
。 十 , d 。, 。 + , = O

a 二 l 尹
一 1

(
3

.

1 9
)

(
3

.

1 9
) 式说明

,

约束力 R
l与虚位移dq

l正交
,

类似于前面的分析
,

同样可知
,

约束力在 虚位

移上所做 虚功为零
,

这类约束称为理想约束
.

由(3
.
4)和 (3

.
5)式推 出 M ag g i 方程

,

进而可推出 任a n 二二 r 二a 方程
,

M
a s 一

M i l l
a n 方
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程和 A p p e ll 方程
,

在 (3
.14)和 (3

.
15)中引入 N e ls en 乘子

,

还可推 出 广义 N e lse n 方

程
.
而方程 (3

.
5) 实 为 R ou 七h 方程

,

可见
,

以上对非完整约束力学性质的分析
,

不失一般

性
.

2
.
不应用 C h e ta ev 条件

考虑一个动力学系统
,

该系统由 L ag ra n g C 函数L (q
Z,

空
2,

t) 和非完整约束的独立方

程

f ,
( q

Zs ,

q

Z s ,
t

)
= o

(
3

.

2 0
)

来描述
.
其边界条件为

口2 ,
= q

a 。

(
t = 才。

)
, 9

2。
= 至

。 ,
( t 二 t ,

) (
3

.
2 一)

d
, 、

,
.

, .
,

. ,

_
_

、 ‘ , 、

_

qza

相qza
三 万了吼

S
分 Bl] 为 七a g r a n g e 坐标相 厂 义 速 度

, 才是时同
· “ = 1

,

2, “
’

,

乳 g < ” ·

H
a

m i l t
o n 原理的泛函为

。
2一

I ::

L ‘。
2一 “2一 ‘, “‘

( 3
.
2 2 )

其约束条件为 (3
.
20) 和 (3

.
21 )
.

将17
2
变分

,

令dH
Z二 0 ,

则有

“H
Z一

I ::鑫(黔
‘“
2·

+

黯
““2

·

)

“‘一 。

(3
.
2 3 )

其约束条件变换为

“, , 一

户(黔
占。2

·
+

豢
doZ·

)
一 (3

.24)

dgZ:= o (t二 t。或t= tl) (3
.
25)

引入 L ag rang e 乘子
,

将约束条件(3
.
24)纳入泛函 (3

.
2 3) 中〔‘, ,

经分部积分
,

并考虑到

(3
.
2 5)式则有

·

乙P-l+
叹一唾-一口J

一
dt“H

Z一

买
,

资「
一

丝 _
。

汀 L口q
Ze

内
(淤

一

十瓮)

介 口j
口
1

尸尹
~
万瓦

一一 l
U 望2 口 J

占qZ
:
d t= o (3

.
26 )

由于引入 L ag ran g e 乘子
,

使得如
2。
相互独立

,

故由 (3
.
26 )可得

告瓷
一

奈
一

乡硕黯
一

令黔)
+
身

,

杂一 (3
.27)

可见 (3
.
27 )式与其约束条件一起

,

构成封闭的微分方程组
.
文献 [5〕

、

[
6 〕称为测地轨道方

程
.

在测地轨道方程(3
.2了)中

,

表示约束力的诸项可 以记为

凡
:= 一 乙抑 3

.
28)

尸
一 1

。维矢量R
:
(约束力) 和

n

(票
一

手瓮)
+
身

声

篆
维矢量dq

: (虚位移) 点乘
,

可得



倪。 扬 梁 立 孚 梁 忠 伟

R
·

d

一户
RZ· 己92一户卜户

一
(黔

一

告佘)

+
鑫
“,

念l
“9
2·

(
3

.

2 9
)

由(3
.
2 4) 式可知

共 口f
; 。

么 口子
, 。 .

艺 哥乡卫 j g
: ,

= 一 艺兴
竺
一

口空
Za

封 口。2
, 一 ’ ‘ 。

川 口空2
5 一 ’

“

将 (3
.
30)代入 (3

.
29)

,

则 有

(3
.
30)

R :
·

j
q

Z

= 启 . 「
,

口f ,

‘曰 ‘‘
J
}
户岁刁办

。
.

尹. 1 5 . 1 一 一 l ‘ 。

口f
, ““

Z·
+ ;

!声

告
一

(念)
“。
2·

+ “,

瓮
“。
2·

」

一

鑫鑫备(
一

瓮
dgZ·

)

一

鑫含户(
。,

念
‘。2

·

)

一

鑫含
。尹

鑫瓮
“。
2·

(
3

.

3 1
)

R

·

己q :笋 O (3
.
32)

由 (3
.
32)可见

,

一般说来 R 即约束力R
:
与虚位移dq

:
不正交

.

我们知道
,

介 (q
Z,

空
2 ,

t)
一 。是随时间变化的超曲面

,

虚位移q
:在该超曲面的瞬时切平面

中
,

R

Z

与乙q
Z
不正交

,

说明R
Z
与瞬时切平面不正交

,

即R
Z
不指向超曲面的法线方向

.
(3
.
32)

式表明
,

一般说来

R
Z ·

己q
之
= 乙R

Z:
占、
2:
手 。 (3

.
3 3 )

即约束力在虚位移上所做虚功不为零
,

这类约束称为非理想约束
.

为了使这类非理想约束理想化
,

可使

鑫佘
““2

‘
一。

(3
.
3 4 )

(3
.
3 4 )式不是别的

,

正是 C h e七ae v 条件
.

对于如前所述的非完整系统
,

可以解得

空
2。 斗 刀二功夕(q Z

。 ,

空:
。 ,

将 (3
.
35)变分

,

可得

当 J ae o b i
行列式

碳缎分法
, 袭0时

,

由‘2
·

‘, 式

(。 ~ z
,

2
,
⋯

,
勺 。 = n 一 g ) (3

.
3 5 )

几 气 , 、

d “
2二 , 一

刃淤
dQZ· +

刀瓷
““
2·

( 3

.

3 6
)

引入 L ag r a n g e 乘子脚
,

将 (3
.
36)纳入泛函 (3

.
2 3)中

,

经分部积分
,

并考虑到 L3
.
25 )式

,
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则有

。二
2
一

买:{劝「
.
丝
-

粼
L刁q Z ,

d 口L

d t 口夕
2。

+

户
。声

(瓮
-
卫二
J
些二、

dt 口夕
2。

/

一乙 户, d

声
一
1

票〕
“口
2·

+

户(礁
-
dt 口L

口夕
2。 十 声

口q7 声

口己2
。 , 夕

+ “,

)

“。
2二 ,

}

d ‘一 。

( 3
.
3 7 )

由于引入 L a g r a n g e 乘子
,

使得dg
Z。 ,

d g
Z 。 十

, 相互独立
,

故由 (3
,

3 7

) 式可得

黔
一

含豢
+
户呵瓷

一

带黔)
一

身
声

瓷一

潇
一

令希
+
黔豁
+“产一

(3.38)

(3
.39)

在(3
.
38)和 (3

.
3 , ) 中

,

约束力分别表示为

苗
口

一乃,口一口几 一

身
夕

(黯
一

告掇)
-
E 户, 夕

(
3
.
4 0 )

尹
. 1 2 口

尸
2。 + , 二乙 拼, 口甲夕

尹
一 1

口

J
甲 声 」二 ,备
又
—
~1-尸 声

甘2 一 + 声

(
3
.
4 1

)

将n维矢量R
Z
(约束力 ) 和

n维矢量占q
。

( 虚位移) 点乘
,

R

Z
·

占q
Z=
E
R
Z。 + , 占、

2 , * ,
+ 乙 R

Z。
占。
2,

口 一 l

卜

一

户(户
一

糕
+“,

)

““
2。 ·’

+

家郭谧
-d 即 , 、

__
召

,、
即 ,

1

丽 硕刀
一
允

尸 “万互璐」
肖q
Z。

(
3

.

4 2
)

由(3
.
36)式可知

鑫黔
““
2’ 一“夕” , 一

碧默手
d夕2“

(
3

.

4 3
)

将 (3
.
43)代入《3

.42)
,

可得

R Z
·

d
q

Z 二兄 !
, , 。。

2。 , + , 乙, 。。
2。 十 , 一 ,不,

艺口叻,

口夕
2。 占夕

2。

夕
一 1 口 -

娜一顿一 拼,
乙
a.

d
dt

理
一

己q
Z。
一 拜声

2口 户箫
舀“
2·

」
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一

户告一(
“。
2!L产一

户黔
“。
2·

)
(
3

.

4 4
)

由(:l
.
4封

一

可见
,

一般说来
,

R

Z
·

d
q

Z 一乙R
Z。 + , d o

Z 。+ , + 乙 R
Z。

d 、2
。
链 。 (3

.
4 5 )

声
吕 1 口 . 1

即约束力R 在虚位移dq
Z
上所做虚功不为零

,

这类约束称为非理想约束
.

为了使这类非理想约束理想化
,

可使

“。
2:

一碧忽
口。
2·

(
3

.

4 6
)

可见(3
.
46 )式不是别的

,

正是 C h et ae v 条件
.

通过如上的分析
,

使得我们能够更加全面深刻的交待约束
,

这对解决非完整系统分析动

力学中的许多有待进一步澄清和发展的问题是有利的
.
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