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摘 要

本文以 Mar g o e r r e 方程为基础
,

用奇异性理论研究了初始挠度缺陷以及横向载荷对弹性 板

屈曲后分叉解的影响
.

借助于普适开折的原理
.

在单特征值局部邻域内将该问题的失稳分析转化

为三次代数方程的讨论
.

从而确定出分叉解的性态
.

同时绘出了在不同参数下的分叉解 文
.

讨 论

了几何缺陷和横向载荷对特征值的影响
.

关扭词 缺陷晋普适开折 特征值 分叉

一
、

引 言

由于种种原因
,

实际工程结构中总是在不同程度上存在着各种各样的缺陷
.

因此理想的

完善结构只具有理论的意义
.

一个结构只要具有初始缺陷
,

一般就不再是分叉问题
,

它们大

多数以极值点的形态失稳
〔‘’,

有极值点存在时临界载荷敏感地依赖于初始缺陷 , 或者在缺陷

的影响下
,

结构的失稳问题转化为一个弯曲问题
【2 ’〔3 ’.

长期以来
,

带有缺陷结构的稳定性研

究一直是一个非常活跃的领 域
.

关 于
_

带 有 初 始 挠 度 弹 性 板 的 非 线 性 方 程
,

最 初 由

Mar g u er re
【‘’
导出

,

这一方程仍然在平板的后屈曲超载性能分析以及浅壳的非线性 分 析中

得到广泛地应用
.

大量的数值分析主要集中在有限元法和能量法上
’“’【。’.

在定性研究方面
,

Pos to n 和 S七e w a r 七【”利用突变理论分析了具有横向载荷作用的平板在边界上受压 后的屈

曲行为
,

G a s p a r 〔8 ’研究了具有初始挠度板的全局分支解
.

本文将对任意形状的弹性板
,

在边界为夹 紧的条件下
,

运用奇异性理论
【“’,

考虑在板边

界受压时
,

带有初始挠度以及同时受横向载荷作用的弹性板的屈曲行为
,

给出了一些分析结

果
.

二
、

控制方程的导出和基本性质

没弹性薄板所占区域为口。 R
Z ,

在无外力作用时不是完全位于 x 一, 平面上的平板
,

这一

微小缺陷可用挠度a 。。

(x
,

功表示
, a 〔R

, 。 。

是已知函数
.

用刀q
。

(x
,

功表示作用在板面上的横

向载荷
,

刀〔R
.

现考察在板的边界上夹紧并承受水平方向压力却 (x
,

功
,

(x
,

功〔口口
,
几〔R

.

那

么应力函数f(x
,

功和附加挠度二 (x
,

功满足的无量钢 M ar g u er re 方程 和 相 应 的边界条件
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式 中F
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这里叭
。 ),

咖
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,
△

2

是双调和算子
,
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·
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: , ” 二,
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.
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.
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,

·
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.
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为了导出算子方程
,

引进 H ilb e r t 空 间

H 一

{
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, “
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, ·>一

J
。△。

·

△· v 。 , 。〔牙 :
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(“)}
任取 V 甲

, , 〔H
,

乘以方程(2
.

1) 两端后积分
,

并注意到边界条件(2
.

2 )
,

可得到

式 中

J
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c l
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。 , 切) = b (F

。, u , 中)
, e :

(
“, 甲)= b (切

。 , u 多 切)

R ie s z 表示定理
,

存在双线性算子B
,

<B (
。 , 。

)
, 甲) = b (。

, v ; 甲)
,

V 中〔H
,

以 及线性算

记由

子A
,
G 和 g ,

使得

<A 。 , 卯> = c ,
(
。 , 甲)

, <。“
, , >一 c :

(
u , * )

,

<。
, 。>一 {

_

。。,
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那么控制方程 (2
.

1 )
、

(2
.

2 )的解(f
, 。)满足

< ,
, 。>
一合

b (。
, w , , )一 a 。: (w , 。)

(w
, , ) = b (功

,

f ; , ) + 几
c ;
(。 , , )+ a c :

(j , 粉)+ a 几e ,
(w

。, 刁)+ 刀(g
,

c ;和 c : 的表达式代入到 (2
.

7 )中
,

注意到对任意甲
, , 〔H 成立

,

因此有

下 (2
.

7 )

冲>
,

,一合
B ‘。

, 切 , 一 a G w

功 一 几A 田 + a Z
G

Z功 + a Q (切)+ C (。) =
a 久p + 刀g

(2
.

8 )

(2
.
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r

九中将式

Q (田)一 B (W
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专

G B (田
, ? )
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B (。

,
B (田
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(2
.

1 0 )
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1 1)

p = A w o

最后定解问题归结为求解两个非藕合的算子方程 (2
.

5) 和 (2
.

9 )
.

为了进一步的讨论
,

我们研究算子方程的几个性质
.

B er g er
〔’。’巳证明

:

1
.

B :
H x H ”H 是双线性有界算子

,

且

(B (
。, v

)
, 切> = <B (w

, v
)

, “)

(2
.

12 )

(2
.

13 )
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2
.

对固定的
。。〔H

,
B (

“。 ,

哟是映H 、H 的紧算子
.

3
.

A是有界线性自伴紧算子
.

4
.

C (a 山) = a 3 C (切) V a 任R

(C (叨)
, 。) = }}B (叨

, 切)l}
2

(C (。 )
, 切)》o ,

(C (田 )
, 。> = o伶今

,

切 = 0

因为<G 。, 切>一 <B (。
。,

哟
, 甲>

,

所以我们马上得到

5
.

‘
,
G

Z

均是有界线性 自伴紧算子
.

关于算子方程 (2
.

9 )中的非线性项Q有如下性质

6
.

Q (w )是二次齐式
,

即 V a 〔R

Q (。。)= a Z

Q (。)

事实上
,

由 (2
.

[0 )式可得

(2
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, ? )一
。 (切 )

三
、

缺陷参数和横向载荷对分叉解的影响

我们首先考察算子方程 (2
.

的的求解问题
,

若解得田 ,

代入方程 (2
.

5) 便可算出f
.

先讨论

完善板(a = 刀= 0) 的线性特征值问题
.

从方程 (2
.

的的线性化可得
〔‘”

(I一 久A )切 = o , 。〔H (3
.

1 )

设 1 /凡是A 的特征值
,

那么几
。
手 。〔’2 ’,

其力学意义是临界载荷
.

作代换拼= 几一凡
,

那么方

程 (2
.

9 )化为

、 一 (凡
。

+ 拌)A 。 + a Z

G
Z田 + a Q (叨)

+ C (田)一 a (几
。

+ 拼)P 一户夕= o (3
.

2 )

进一步
,

设 1 /几是 A 的单特征值
,

即有

d im k e r (I 一几
。
A ) = l = d im e o k e r (I 一 几

。
A ) (3

.

3 )

设投影算子P :
H , H

,

R a n g e (P )二 k e r (I 一几
。
A )

,

通过 L y a p u n o v 一S e h m id t 过程约

化
,
月田〔H

, 。 = P 。+ (I 一 p )功
.

现取
e ;〔k e r (I 一几

。
A )

,

}10 1 1}= 1 ,

那么

功= u “ , + ” , “〔R
, ”〔{ k e r (I 一 几

。
A ) }

‘

方程(3
.

2 )的约化形式是

k (u
, 拼, a ,

刀)
e ; 二P (I一 (凡

。

+ 拼)A )(
“。1 + v 长

(
u , 拼 , a ,

刀)) + P (a
Z
G

Z

(
u 。 ,

+ 。怜
(
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(
。 , 拼, a ,

刀) ))一 P (a (凡
。
+ 拌)P )一 P (刀g )= o (3
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2
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.
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因此
,

方程(3
.

2 )的解就等价于求下述一维代数方程 的解
.

寿: R x R x R x R , R , 掩(
。 , 拼 , a ,
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.

6 )
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,
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A (
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) ~
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。 ,

再利用 A 的自伴性
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,

Q
,
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,
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当 a = 刀= 0 ,

方程 (3
.

9 )退化成平板稳定性分叉方程

益
。

(
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上式中利用了C的性质(2
.

1 6 )式
.

因此满足文献【13 〕中命题

论
.

的条件
,

所以有如下的结

定理 3
.

1 (
“ ,

幻 = (。
,

凡)是方程 (3
.

1 0) 的分叉点
,

其分叉图完全由

C
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戈
“一 “
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.

1 2 )

所确定
.

这里又一次证明了弹性平板在单特征值处必然发生分叉这一结论
.

为了研究初始缺陷以及横向载荷对分叉解的影响
,

必须考虑 (3
.

12 ) 式左端项的普适开

折
.
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一(新
2 涟 0

式中

t , = a C I , tZ = 一 (a 几
。

C : + 刀C
4
) (3

.

13 )

据文献 [ 9 ]知
,

F (
“ , 拌, a ,

刀)是h (
。 , 拼)的普适开折

.

由一般的奇异性理论
,

参数 (a
,

脚对平板在屈曲后分叉解支所有可能的影响反映 在方程

F (
。 , 拌, a ,

刀) = o (3
.

1 4 )

的分叉图中
.

因为<C el
, e : >关。

,

方程 (3
.

1 4 )可简单地写成

F (
u , 护, a ; , a :

)=
。3 + a ; 。么一 丫。+ a Z

= o (3
.

15 )

其中

一会一餐岩号
·

a Z

一业誓脸一业偿鱼些
(3 一 6 )

, = 拼/ 几
。
C

。

普适开折包含着分叉问题的种种可能的扰动
.

有相应的变化
,

所以还必须讨论持久性问题
.

那么
,

不同的参数所对应的分叉图结构会

设F (
·

,
·

,

a) 为 h 的 k一参数普适开折
, “〔R 介,

称为持久的
,

若有 a 的一邻域 U 口R .
使

F (.
,

·

,

a) 与F (.
,

·
,

刀)
,

V 刀〔U
,

接触等价 (接触等价的定义见文献 [9 ”
,

否则就称为在 a

处非持久
.

出现非持久性的情形有下列三种
.

(a) 分叉点
,

其集合为

F = “3一 ? “+ a 一“ 2

+ a : = o

F
。
= 3“2

一 , + Za x“= o

F , = 一 “= 0

从以上三个方程中消去(“
,
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F
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,
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F
。

(
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。

(
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。
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u 矛一 丫u Z

+ a lu 孟+ a : = o

“笋 z“:

容易得出上述方程组无解
,

从而我们得到

定理 3
.

3 R
Z

\{(a
; , a :

)〔R
Z

}a : = o }U {(
a ; , a Z

)〔R
Z

ia
: = a登/ 2 7 }把原点(o

, o ) 的一个邻域
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。
= 3“2

一 , + Za x“= o

F , = 一 “= 0

从以上三个方程中消去(“
,

种得
a : = o (3

.

17 )

(b ) 滞后点集满足

F = u s一丫“+ a lu Z

+ a : = o

F
.
= 3 “2

一 , + 2 a l“= o

F
。 。
= 6u + 2 a l = 0

消去 (
“ , y )

,

得
a : = a 全/ 2 7 (3 一s )

(c) 双极限点集满足

F
。

(
。 : , ? , a l , a Z

) = 3。至一 y + Z a x。, = o

F
。

(
“: , , , a l , a :

) = 3。 ; 一 y + 2 a l。:
= o

F (“
: , 丫 , a ; , a :

) =
。
登一 y u : + a ; u

圣+ a : = o

F (
。: , y , a : , a :

) =
u 矛一 丫u Z

+ a lu 孟+ a : = o

“笋 z“:

容易得出上述方程组无解
,

从而我们得到

定理 3
.

3 R
Z

\{(a
; , a :

)〔R
Z

}a : = o }U {(
a ; , a Z

)〔R
Z

ia
: = a登/ 2 7 }把原点(o

, o ) 的一个邻域



具有初始缺陷弹性板的稳定性分析

a 凡
。

<P
, e l) + 刀<g

, e l) = o

一 (a 几
。

<p
, e l>+ 刀<g

, e l) ) =
、

.

共 { (3
.

1 9 )

对给定的
a ,

刀值
,

其分叉图分别由图 2、图 5之一所确定
.

2
.

只有初始挠度缺陷
,

即a 手 。
,

刀= 。
.

此时分离曲线退化成

a <p
, e l> = o , a 几

。

<p
, e z> =

a 3
C

2 7 C
(3

.

2 0 )

普适开折变为
一

。 .

C
,

岁 = u ‘

一 y“十 万万一 a “

一粉 O

l
。

若<P
, e : ) = o ,

即<田
。 , e , >二 o ,

缺陷参数对原临界载荷的影响是

久. = 几
。
一 O (a

Z

)

a 几
D

< p
, e 一)

C
。

C , 一 <Q e , , e l>特 。,

那么分叉图如图 4所示
.

(3
.

2 1 )

初始挠度

2
。

若。
。= uo e : ,

(。
。
手 0)

,

力学意义是初始挠度可由特征函数表出
,

和C的性质可得

(3
.

2 2 )

那么由第二节 中 Q

1 C
l 、l a 几

。 、

、 a 2
.

_

l 下
币 es

a ll
we

.

万 立戈P
, e l夕I= ; 不下 滩。长Q e l , e l夕

·

<月功
。 , e l夕

、 七 O , 、 场 O , 妙 O

一

辞
一<Q

一
>一

号潇
·
‘,,B ‘
一

, ,,

而 IIB (
e l , e l

) !}
2
= <C (

e l
)

, 。 ;) ) o ,

这说明 (3
.

2 1)式中二次项系数与常数项系数反号
,

分叉图

如图 2所示
.

初始挠度缺陷参数对原临界载荷值的影响是一个正数
,

即为

久价 = 久
。

+ O (a
Z1 3
) (3

.

2 3 )

3
“

若(夕
, e l)手 o ,

即(田
。, e , )铸 o ,

C l = <Q e ; , e : >手 。
,

则 (3
.

2 0 ) 中第一式不被满足
,

弹

性板不会出现分叉解枝
.

又如果 a满足 (3
.

20 )中第二式
,

这时分叉图如图 5所示
.

缺陷对原临

界载荷的影响是

几一 几
。一 O (a

Z

) (3
.

2 4 )

3
.

无初始挠度缺陷
, a = o ,

刀姿 0
.

这时 (3
.

1 9 )两式退化成

刀(g
, e , >二 o (3

.

2 5 )

相应的普适开折为
。 _

_
.

3
_ _ _

刀<g
,
el >

f 一 “ 一 丫“ 一一
一

补

—勺 O
(3

.

2 6 )

因为 (3
.

2 6 )式中不含二次项
,

所以 当<g
, 。l>铸 0时解枝如图 2

.

载荷参数对原临界载荷的影响

同 (3
.

2 3)式
.

最后应该指出的是
,

本文所研究的微小初始缺陷和横向载荷对弹性平板 屈 曲 性 态的影

响
.

第一
,

作为一种渐近理论
,

它的局限性在于只在分叉点附近适用
;
第二

,

由于普适开折

的形式取决于分叉方程的非线性阶数
,

而 M ar g u er re 方程是一个具有三次非线性性 质的

控制方程 (见第二节)
,

所以决定了本文中只能最多考察两个参数的影响
.

衷心地感谢程昌钧教授和周哲玮教授在本文的写作过程中给予作者的精心指导
.
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