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摘 要

本文研究一类弹性梁方程边值问题

, (万)一 a i , + 刀i梦,
+ g (戈

,
g

,
g 沙 ) = e ,

o < 戈 < 1

g (0 )= g 厅(0 ) = ‘护(1 )二 g , ” (1 )二 0

的可解性及多解的存在性
.

其中成 L ’
(0

,

1)
,

而 g: 〔。
,

1] x R x R 一 R 为连续有界函数
.

特征对

(a : ,

刀: )满足
a : + (0 + 0

.

5 )
’兀 ,

刀、二 (o + 0
.

5 )
. 兀‘

及 a i + (k+ 0
.

5 )
’兀 ,

刀: 笋(掩+ 0
.

5 )
‘兀‘ ,

V k (N

关抽词 弹性梁方程 双参数特征值问题 多解结果

一
、

引 言

一端简单支撑另一端滑动支撑的弹性梁的弯曲可 由如下四阶边值问题来描写
.

g (w )+ f (义)夕= e (x )
, 0 < x < 1

g (o ) = v ll

(o ) = , ,

(l )= , , , ,

(l) = o

在〔3 , 4〕中
,

G u p七a讨论如下边值 问题

y (万 )一 f (x , 夕, , , , 9 1, , 刀, , ,

) = e
(x )

, o < x < l

v (o) = , I,
(o) = g ,

(l )= 夕“‘
(l) = o

他在假设f满足 与线性特征值问题

y (F )一 a g == 0

g (o) = , I,
(o ) = 夕‘(l) = g “ ,

(l) = o

及

g (份 )+ 如
l, = o

夕(o ) = 夕l,
(o ) = 夕

‘

(一) = y , ‘产

(一) = o

有关的条件下
,

获得几个存在性定理
.

本文考察非线性边值问题

夕(, )一 a ; g + 刀
l夕l, + 夕(x , 夕 , , l,

)= e , o < x < l

y (o )= 9 1,
(o )二 y ,

(l) = y ‘产‘

(l)= o

其中
, 。〔L 么

(o
, l)

, 夕: [o , l〕x R x R o R 是一个连续有界函数
,

(a t ,

夕
,
)满足

(1
.

1 )

(1
.

2 )

(1
.

3 )

(1
.

4 )

(1
.

5 )

(1
.

6 )

(1
.

7 )

(1
.

8 )

(1
.

9 )

(1
.

10 )
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a , + (o + 0
.

5 )
‘二 2

刀
, = (o + 0

.

5 )
‘二 ‘

(1
.

1 1 )

和

a l + (k + 0
.

5 )
“二 2

刀
: 子 (k + 0

.

5 )
‘二 4 ,

V 寿〔N (1
.

1 2 )

我们给出 (l
.

的、 (1
.

10) 的解的不存在性
、

存在性及多解存在性结果
,

本文的主 要 方 法 是

L ya Pu no
v 一

Sc h m id t过程及参数化紧向量场的解集连通理论
.

在第二节中我们讨论两参数特征值问题

y (F )一 a g + 如
l, = o , o < x < l (一 1 3 )

夕(o ) = , l,
(o ) = , ,

(l) = 夕
‘, ‘

(l ) = o (一 14 )

该问题是 (1
.

5 )、 (1
.

6 )及 (1
.

7 )、 (1
.

5) 的推广
.

在第三节巾我们将陈述主要结果
,

而在第四

节中我们将给出证明
.

二
、

两参数特征值问题

首先
,

我们讨论 (1
.

2 3 )、 (1
.

14 )的可解性
.

若数对 (a ,

刀)使得(1
.

1 3 )、 (1
.

1 4 ) 有非平凡

解
,

则 称 (a ,

角为特征值对 , 相应地
,

非平凡解称为特征函数
.

命魔 2
.

1 (a ,

刀)为 (1
.

1 3 )、 (1
.

1 4 )的特征值对的充要条件是存在 k〔N U {o }
,

使
a + (k + 0

.

5 )
“二 2

刀
,

= (k + 0
.

5 )
‘二 4

(2
.

1)

证明 定义线性算子F : D (F ) , 刀 (o ,

l) 如下
:

取

D (F ) = {。〔L
Z

(o
, l) !

“ , 。‘〔A C [ 0
.

1〕
, 。 I’〔L

Z

(o , 1 )
, u

(o ) = 。‘
(1 ) = o } (2

.

2 )

对 V 。〔D (F )
,

令

F (
。
) = 。 l,

(2
.

3)

(这里 A C [o , l ]表 [o , l ]上的绝对连续函数空间)则存在
r : , r : 〔C

,

使

夕(y ) + 内
l, 一 a , = (F + r , ) (F + r :

)g

易见如果 (1
.

1 3) ~ (1
.

4 )有非平凡解
,

则要么
r l = (寿+ 0

.

5 )二要么
r :

= (k + 0
.

5 )二
,
k〔N U {o }

.

不管哪种情形
, s in (k + 0

.

5 )二 x 总是 (一 1 3 )、 (1
.

14 )的一个非平凡解
.

将该解代入 (1
.

1 3 )式
,

即得 (2 一 )
.

反之
,

如果 (2
.

1)成立
,

则显然s in (k + 0
.

5 )二 x 是 (1
.

1 3 )、 (1
.

14 ) 的一个非平凡

解
.

口

其次
,

对于j〔N U {o }
,

令

L , = { (a ,

刀)la + (j+ 0
.

5 )
2二 2

刀= (j+ 0
.

5 )
‘二‘} (2

.

4 )

据命题 2
.

1 ,

我们 称L ,
为 (l

.

1 3 )、 (l
.

1 4 )的特征线
.

注意
:
一个特征值对 (a

,

功 至多属于两

条特征线
.

如果 (a ,

脚 仅属于一条特征线 L , ,

则相应 的特征函数为 si n (j+ 0
.

5 )二 x
.

如果

(a
,

角属于L , 门L , ,

则相应 的特征子空间由si n (k + 0
.

5 )二x 及si n (j+ 0
.

5 )二x 张成
.

假设数对 (。 1 ,

,
1 )〔“

。

\刃
;
“二

。 (: )一

{
。〔L

Z

(。
,

‘)

定义线性算子L
:

D (L) c= L
“

(o ,

l) 、刀 (0 ,

l) 如下
:
取

u ‘ , 。“ , u “ ‘
〔A C [ 0 , 一j

, 。 (’ )〔L
Z

(o , 一)

。(o )= u l’
(o ) = u ,

(l ) = 。 ‘/ ,

(l)二 o } (2
.

5 )

对 V 万〔D (L )
,

令

L g = 夕(‘ )一 a , , + 刀
, , l’

(2
.

6 )

则H = L
Z

(o , l )可以直和分解为H = V ¼犷‘ ,

其中犷= 取e r (L ) = s Pa n {s in (二x / 2) } 而 犷
上二
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R a n g e (L )
.

记

—
。

兀X

劝(X ) = 汀 2 S l n 一代二一 ,

二 、一 , ,
, “

-

-

一 2

则 l功l
, = 1 且对给定的夕〔刀 (L) 及

e 〔H
,

犷J-
上的直交投影

.

0 < x < l (2
.

7 )

我们有g 一砂+ 。及 e 一场 + h
.

以尸和O分别记到厂及

现在
,

由P r e d h ol m 抉择可知
:
边值问题

夕(万) 一 a ,夕+ 夕
, , 扩 = b (x )

, o < x ( l

y (o) = 9 1,
(o) = g ,

(1 ) = g , 尹,

(l) = 0

对每个b〔犷‘
有唯一解乡〔犷

‘ .

进一步
,

该解可P O u ri e r 展开成

(2
.

8 )

(2
.

9 )

纷(x ) = 艺
b , s in (k + 0

.

5 )二x

(2
.

10 )

其中

b (x ) = 艺 b , s in (k + 0
.

。)二
x

(2
.

1 1)

我们还可得到

#’’ (x )二 一 乙
舌一 l

b。 (k + 0
.

5 )
’二 Zs in (k + 0

.

5 )二x

(k + 0
.

5 )
毛二4

一 a ; 一 (k + 0
.

5 )
“二 2

刀
(2

.

1 2 )

从 (2
.

1 1) 及 (2
.

1 2 )不能看出算子A
,

B : 犷
上

, 犷上

过(b) = 乡
,

B (b) = 夕11
(2

.

1 3 )

均为紧线性算子
.

这里夕〔犷
上

即为 (2 8 )、 (2
.

9 )相应于 b〔犷
土

的唯一解
.

月和 B 的范数分别为

{}A 11= m a x
l

{(k + 0
.

5 )
毛二 4

一 a l一 (k + 0
.

5 )
“二 2

口
;
.

(寿+ 0
.

5 )
’二 艺

. (k + 0
.

5 ) ‘二 4 一 a : 一 (寿+ 0
.

5 )
’二 2

刀
; I

(2
.

1 4 )

}{B !}二 m a x (2
.

1 5 )

三
、

主 要 结 果

设
e〔L

Z

(o
,

1 )
, 夕 :

[o
,

一〕x R x R , R 连续
.

定理 3
.

1 假设

(H I) g 是一个有界函数
,

即存在常数M > 0 ,

使

}g (x
,

夕 , z ) 1《M
,

V x 〔[ o , 一]
, g

, z 〔R

(H Z) 存在一个常数9 1> 0使

g (x
,

, ; , 二 )< 0 V x 〔[ o
,

l ]
, z < o

(H 3 ) g (x , , , z
)( 0 V x 〔 [o

, l〕
, , > o , z < o ,

夕(二
, 夕, z

)》 0 V x 〔[ 0 , l]
, v < 0 , z > 0

.

(H 4 ) lim 夕(x , 夕 , z
) = o

即, + z , ‘为

对尤〔[o , 1 ]一致成立

(H S) 存在正常数。和b使

(3
.

1 )

(3
.

2 )
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O n la X
告〔 ,

(儿+ 0
.

5 )
“二 “

}(k + 0
.

5 )
咭二 毛一 a l一 (k + o一 a l一 (k + 0

.

5 )
艺二 “刀;

一二 + b m a x

i(k + 0
.

5 )
4二 4 一 a : 一 (k + 0

.

5 )
“二 2

夕
1 }

< 1

并且

!g (x
,

歹
, 乏)一 g (x , , , :

) }《
a }歹一夕l+ b l万一 : }

对 V x 〔〔o
, l ]

,

歹
, 夕, 乏, 2 〔R 成立

.

则存在 一 co < 二 , < o及 0 《
: :

< + co
,

使 (1
.

9 )、 (1
.

10) 有解的充要条件为正 〔
: ; ,
介〕

.

进一步
,

若t〔(
: , , o ) U (o , r :

)
,

则 (1
.

0 )、 (1
.

1 0 )至少有两个不同的解
.

例 取(a , ,

刀
, ) = (二

4

/ 2 4 , o )
,

则

(3
.

3 )

(3
.

4 )

、,一

命
,

lIB] 一
2 0 兀 z

取g0 为

g 。

(x
, g , 之

) =
Z

1 + 9 2

+ 之艺 (3
.

5 )

则对y , z ,

夕
, : 〔R

,

我们有

}夕
。

(x ,

夕
, 活) 一夕

。

(x
, , , z

) }( 】夕一夕 !+ 3 }忍一
2

1

从而可知 g 。

满足 (H S)
.

显见 g 。

满足 (H I) 、 (H 4 )
.

故这里 已经给出一个可应用定理 3
.

1的实例
.

四
、

定 理 的 证 明

在给出定理 3
.

1的证明之前我们先给出几个预备结果
.

如下引理请参见 C o st a和G o n c al

v es 〔1 ,

定理叼
,

它在 本文
‘tl 起着相 当重要的作用

.

引理4
.

1 设 C是B a n a e h空间X 的一 个非空有界 闭凸 集
.

K
:

[ a
,

刀] x C , C
,

(a < 刀)是

一个紧连续映象
.

则集合

S
。 , , = { (s , x )〔 [a

,

刀〕x C {K (s , x ) = x } (4
.

1)

包含一支连结诬a } x C 与{刀} X C的连通分支C
。 , ,

.

口

定义一个非线性映象G : D (L )。H , H

(Gg ) (x ) = g (x , , (x )
, , l,

(x ))
, x 〔 [o

, 1] (4
.

2 )

则 G 一致有界且连续
, ‘ , ”’.

因此
,

(1
.

9 )、 (1
.

10) 能够写成H 中的如下方程
:

L g + G (g ) = t功+ h
, g 〔D (L ) (4

.

3 )

现在求解(4
.

3 )只需求解系统

功+ A QG (砂+ 。) = 月h (4
.

4 )

P G (
s
功+ 田)= t功 (

s〔R
, 叨〔D (L ) n V

人

) (4
.

5 )

就够了
.

记 S c R X 犷占
为(4

.

4 )的解集
,

即

S ~ { (
s ,

二)〔R x 犷
l

!。〔D (L )
, 二 = A [h 一 QG (形 + 。 )] } (4

.

6 )

显然S = U ({
s } X F

.

)
,

这里F
,

为映象K
,

= K {
。 , 。} : V

上

、犷
J- ,

K
。

(。) = A [h 一 QG (砂 + 。)〕
,

. C ,

的不动点集
.

由A 的紧性及G 的一致有界性可知
: K

。

也为紧映象且将犷
二

映入球 万二 石,
(0) 二

{功〔犷
1

}{{叨l
,
( p 圣

.

其 ,和

p = }}A }}(l!hl+ 斌
一

万s u P}g (
。、1) (4

.

7 )

故由S e h a u d e r 不动点定理知
,

对 V s〔R
,

F
:

非空
,

从而P r o j
: S = R

.

事实上 S c= R x 万, .
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现在 (4
.

4 )、 (、
.

5 )等价于在S , 11 求解巾
‘S , : ”) = t

.

其 ‘I’映象 巾
,

R 又 (D (L 、门厂么 ), R 定义为

, (一 )一

J:
。

(
X ,

、+ 阴 , 一

(晋)
’

, + 叨·

)
, d X

(4
.

8 )

显然巾连续且有界
.

于是得到

引理4
.

2 问题 (1
.

9 )、 (1
.

1 0 )等价于在 S 中求解巾 (
s , 。) = t

.

引理4
.

3 假设 (H I) 和 (H S)成立
,

则对每一个正R
,

K
。

仅有一个不动点
.

证明 从A和B 的定义可知
,

(4
.

4 )等价于系统

口

。一 , Q
【
。一 。

(
X

,

、 + 。 , 一

(号)
’

‘+ 二·

)〕
功
一。。
【
* 一。

(
X ,

、 + W ,
一

(号)
“

‘+ ? ·

)]

(4
.

9 )

(4
.

10 )

仅设K
.

在犷
上
中有两个不同的不动点。

1子叭
,

则

。 1一二 :
一 , o「

一 。
(
二 ,

砂 + 。 , ,

一

(要丫, + 切 : 、+
,

(
二

.

砂+ , : ,

一
(要、

2

功+ 脚 : 、1
L 、 、 ‘ , / 、 、 山 I , J

(4
.

1 一)

切卜 。卜 。Q卜
。
(
二 ,

砂 + 。 1 , 一
(要丫功

+ 切 : 、+ 。
(
二 ,

形 + 二 : ,

一
(粤丫功+

功 : 、1
L 、 、 ‘ 1 1 、 、 ‘ 1 I J

由 (3
.

4 )我们得到

}l二 , 一 叨 :

l《 IA I{a o叨 : 一 功 : l+ b】}切 r一 切盆}l}

}}。r一 叨到《 IB I}{
a }!w : 一功 :

l+ b l}。 r一 二璧I{}

结合 (4
.

1 3 )
,

(4
.

14 )及(3
.

3 )
,

推得 }l功
: 一 。: }卜 }}。鉴一 。笠卜 0

.

矛盾 I

由引理 4
.

3及 引理 4
.

1立即推得如下

推论 4
.

4 假设 (H I) 和 (H S)成立
.

则 S是一 个连通集
.

现在定义附为 S在犷上上的投影
,

即

才 ~ {二 I(
s , 功)任S 对某 s〔R }

引理 4
.

5 假设 (H I) 成立
,

则牙是 C
3

〔o
,

l〕中的一个有界集
.

证明 对每一个功〔牙
,

由牙的定义可知存在 (
s ,

功)〔S
,

使

(4 一 2 )

(4
.

1 3 )

(选
.

14 )

口

功 ‘”

一
+ ”

1。一”一。

(
X

, ·
, + ? , 一

(晋)
2

, + 功
·

) (4 一 5 )

(4
.

1 5) 等价于系统

阴 一 , 。
f
、一 。

(
X

,

、 + 叨 , 一

(晋)
“

‘+ 功 ·

)〕
田一 。Q「

、一 。

(
X ,

、 + 二 , 一

(晋)
“

, + 。·

)〕

(4
.

16 )

(4
.

x7 )

结合条件 (3
.

1) 及A 和B 的紧性推知
:
存在 C l ,

C
Z

使

l}功 l,
( C l

I}, ,
}}

,
《C

:

V 切〔万

V 。〔万

(4 一 8 )

(4
·

1 9 )

由(4
.

18 )
、

(4
.

2 0 )

因功〔D (L )

(4 一 9 )
、

(3
.

1)及 (4
.

15 )知
:
存在常数C 3) o ,

使

11功 (r )jl
,
《C

3

V 切〔附

n 犷J. ,

故
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功 (o )二。 ,,
(o )= 阴 ‘

(l )二 uJ , , ,

(1) = o

进而
田 , , ,

(x ,

一
‘x ,

一
‘1 )一

买
? ‘· , (

·
)d ·

, “< x < ‘

利用 (4
.

20 )推得

}}功
, / ,

{}。: 。, l:
( C

3

从 (4
.

2 1 )及

(4
.

2 1)

得

同理

田·
(x )

一
(X )

一
(。卜J:

功 , , ,

(·, d ·

11切 “ l}o , 。 , ; ,
( C

3

{{功
‘

}!。 : 。 , , :
‘C

Z ,

{}功 }}。 : 。 , : ,
《C

Z

于是

11功 }}c
,
[ o

,

i ]《 2 (C
3

+ C
:

)

推论4
.

6 存在刀) o使对丫
s
》刀

, 口〔牙
,

s
毋+ 田 (x )> o , 一 s

功+ , (x )《o

·

(晋)
‘

, + 田 (
·
)) 。,

一(晋)
’

证明 对 V 切〔附
,

定义叻 : [o
, 2〕, R

口

x 〔[o , l ]
,

有

, + 。 (二 ,、。

} (4
.

2 2 )

r , (X )

w 气x ) = 飞
一

功 LZ 一 X )

x 〔〔0 , l〕

x 〔(1 , 2]

(4
.

2 3 )

则 功〔C 乞〔o
, 2〕

,

现在利用 [6] 巾的著名估计式 (1 6)
,

得

V x 〔〔o
,

2 ] (4
.

2 4 )

同理

.。 (: 、}、 m a X ,。
,

(·) , 。in

粤
一

、

务
,

,

一 (·) }、

头
,

推论 4
.

了 假设 (H I)
,

(H Z )
,

及 (H 3 )成立
.

则存在刀
, > o使中 (s ,

口)< o ,

对 V :
> 刀

1
及。〔砰成立

.

证明 设月> o即为推论 4
.

6中的刀
.

选取口
。
使口

。

m a x 功一 C> g 、,

其中

C = s u p ll功 }!
o 〔。 , 1 】

甘 C 甲

令刀
、. 刀+ 刀

。,

我们 有
s功+ 田 (x )> 刀

。

叻(x )) o

一 s功+ 切 (x )《一刀
。

叻(x )《o

l 打 、2
. , , 、 _ 。 l 兀 \2 , , 、

、 _

5 1牛 l 功+ 叨 l,
(x )) 万

。
l贡 . 价(x )异O

一

、 2 ,
了

’ 、一

“
‘ “

、 2 , ”
‘

一

(4
.

2 5 )

中 (一 s , 田)》0

一(号)
’

功+ 团· (·)、 一 ,
。

(警)
2

功(·)、。

对V s ) 夕
: , 叨〔不及大〔[o , 1〕成立

.

因此由(H 3 )
,

。 (: , 。)一【
‘。

(
二 ,

砂+ 山 , 一 :

(要丫, + 切 ,

), ‘x 《。

J O 、 、 ‘ , ,

(4
.

2 6 )



一类四阶边值问题的多解结果

。 (一 : , 二 )一 f
’。

(
二 , 一 : 叻+ 川

, :

(要丫叻
+ 切 ,

、, 、
二 > 。

J O 、 、 乙 , /
(4

.

2 7 )

对 V s》刀
l , 田〔万成立

.

下证 (4
.

24 )中的严格不等式成立
.

由于对 V s
> 刀

1及功〔牙
,

函数砂 (x) + 功 (劝在 x = 。的

值为O,

又

:
斌厄s in

汀+ 切 (l )> 刀
。

m a x 价一 C ) 刀1

‘

故存在从〔(o , 一)使
s功(x +

) + 。 (x +

) = , , .

于是

。

(
X

十 , ·, (x 十

)+ 四 (X +

)
,

一(晋)
2

叻(x ·

)+ tD ·

(x
·

)
)

一。

(
x 十 , 。1 ,

一(号)
2

叻(x +

)+ 阴 ·
(x ·

)
)

< 0

口

定理3
.

1的证明 据 引理4
.

2 ,

(1
.

9 )、 (1
.

10) 等价于在Sl 和求解

巾 (
s , 田) = t

故 (1
.

的、 (1
.

1 0) 至少有一个解当且仅 当斑小 (S )
.

令
r l = in f少 (S )

, : : = s u P小 (S )
.

因g 有界
,

故巾 (S )有界
.

这表明

一 co < 丁 ,
(

丁2

< + co

由引理 4
.

4知
,
中 (S )为连通集

.

其次
,

推论 3
.

7指 出
:
存在两> o ,

使

中 (
5 5 功)< o V (s , 。)〔S

, ; > 刀
,

(4
.

28 )

且
中 (

s , 。 )》o V (: , 田)〔S
, :
《一刀

;
(4

.

2 9 )

由此推知
: o任中 (S )

, 一 co < T l< 0《介< + co
.

现在
,

由(H 4 )及推论 4
.

6可知

lim 中 (
: , 功) = o (4

.

3 0 )
1
5
1一。

(
S ,

w )〔S

结合 (4
.

2 8 )
,

(4
.

2 9 )及 (4
.

3 0 )
,

我们得到

巾 (S )= [ : 1 , 二: ] (4
.

3 1)

因此
,

我们只须证明
: 当班 (

T l , r :

)\遥叶时
,

(1
.

9 )、 (1
.

10) 至少有两个不同的 解
.

下面仅讨

论班(
r , ,

0) 的情形 , 班 (o , : 2

)的情形同理可证
.

设 t〔(
r : , o)

,

设巾 (
s 。, 脚 。

) = : 1 .

其 中(
s 。 , 功。

)〔5
.

结合 (4
.

2 8 )
、

(4
.

3 0 )及推论4
.

4 推得
:

存在常蜘
; , s : : s ; ( ; 。( s :

使

中 (
s ‘, 切 : .

) = t ,

(i = l , 2 )

其中 (
s‘,
二

: 。
)〔5

.

于是
: 1功+ 功

s ,

和 : 2

功+ 二s :

即为(1
.

9 )、 (1
.

10 )的两个不同的解
.
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