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摘 要

本文考虑的问题是二维粘性渠流
.

对。到 2 0 。。 之间的雷诺数
,

计算了平稳扰动的 C o uo tte -

Poi s e u il l。流的下游特征值
.

其特征方程类似于O r r 一S o ln m e r fe
ld 方程

.

所用的方法是谱方法和

初值方法 (复合矩阵方法 )
.

就几种有趣的流量
,

给出了相应的特征值的计算结 果
.

这 些特征值

确定了扰动的衰减率
.

关抽词 下游 特征值问题 C o u e t te一Po ise u ille流

一
、

引 言

B r am ley 和D e n n is t ’一 3 , 以及其它作者
【‘, “’
得到了二维粘性渠流P o is e u ille 的平稳扰动

特征值
.

在这篇文章中
,

我们讨论的问题也是二维粘性渠流
.

我们假定基本流和 C o u et te -

P o is e u ille 流的差在下游指数型地衰减
.

N a v ie r 一S t o k e s 方程在 C o u e t七e 一P o is e u ille

流的小扰动下被线性化之后
,

导 出了类似于 O rr
一s o m m er fe ld 方程的扰 动的 C o u et t e -

P oi o e u il le 流的特征方程
.

其特征值确定了平稳扰动的衰减率
.

为了计算扰动 的P oi se ui n e流的特征值
,

几种方法巳经被使用
.

如 B ra m le y在 〔l] 中及

B r a m le y和 D e n n is在 [ 2〕中使用的谱方法 ; B r a m ley 和D e n n i s在 [ 3 ] 中使用的初值方法
.

在

这篇文章中
,

我们利用这些方法计算了扰动的Co u e 七七e 一P oi s e ul U e 流的下游特征值
.

这些

特征值对于边条件的确定是重要的
.

一 卞 想
一

、 2 砂 一‘J ‘

设渠的宽度为h
,

运动学粘性系数为
v .

若取特征长度 h
,

特征速度U 及雷诺数 R = U h/ 外

那么无量纲的流函数沪满足方程

一 l 口
八 ! 势,

~

万二二一 沪
二

、 以 人 口夕
V

Z

砂一 V
弓

吵 (2
.

1 )

, 1 99 4年2月25 日第一次收到
.
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这里X是 (无量纲 ) 下游坐标
, y是 (无量纲 ) 纵坐标

.

原点在渠的底部
.

设 下 游远 方趋于

C o u e tte 一P o is e u ille流
.

即
:

当 x 、 co 时
,

劝”叻
。

(, ) = (3a 一 犷)刀
, + (犷 一 Z a )夕

3

叻
:

” 0

这里
, a 是流量

,
犷是滑移速度

.

功
。

(功 是C o u et 七e 一P oi o eui n e流 的流 函数
.

这个流 的运动

是由上壁对下壁 的相对位移及 压力梯度而产生的
,

它的速度曲线对于渠的中线不对称
.

当 犷

= o且a = l时正是 P o is e u ille流
.

这种情形 已由W ils o n 〔‘’
等人

〔’一 3 ’, 『5’
进行了讨论

.

所以我

们只考虑犷子 。的情形
.

为了简单我们假定犷一 1
.

我们下面寻求 (2
.

1) 的扰动解
.

我们假定

功(x
, 刀)= 功

。

(, ) +
: 价(g )e

一 三t

(2
.

2 )

这里

吵
。

(夕) = (3a 一 l), 2 + (一 Z a )9
3

(2
.

3 )

‘
是一个小量

.

将 (2
.

2 ) 代入 (2
.

1) 且忽略
。
的平方项有

功‘
v
+ 2几

2

价I, + 几4劝= 几R {一叻孟(叻
I, + 几

2

价) + 叻“
,

功} (2
.

4 )

其中

川 = 2 (3a 一 )夕 + 3 (l 一 Za )9
2

势毛
”
= 6 (1 一 Z a )

及边条件

价(o ) = 功(1 )= 功
‘

(o ) = 叻
,

(l) = o 、2
.

5 )

上面的方程类似于 O r r 一S o m m e rf el d 方程
.

主要的差别是在现在 的方程里 几是特征值而不

是O r r 一S o m m e rf el d 方程里的波数 ; 方程对几是非线性的且几一般是复的
.

可以证 明
,

若几是

一个特征值
,

那么沪 (久的复共辘 ) 也是
.

由于增 长的模不满足 x = oo 处的边条件
,

因而我们

只对衰减的模感兴趣
.

象刚才提到的那样
,

特征值关于实轴是对称的
,

因此我们只把注意力

集中到几平面 的第一象限
.

对每个雷诺数R
,

有无穷多个特征值
,

这些特征值可按 其 实 部的

模来排序
.

问题是对所有的R 求出特征值几
,

而特征函数是不重要的
.

物理上
,

最感兴趣的问题是找

出实部最小的特征值来
.

因为对于这些特征值
,

扰动维持的时 间最长
.

在下面的两节中将分别给出两种求解上述特征值 问题的方法
.

由于这些方法在相应的参

考文献中已被详细地叙述
,

因此我们 只给出主要的结果
.

三
、

复 合 矩 阵 方 法

复合矩阵方法是由G ilb e r t和 B a e k u s 〔。’提 出的 (或参阅N g 和R e id [ 7〕)
.

设中~ 〔价
,

训
,

gh’’
,

训月〕r
,

那么方程 (2
.

4 ) 可写成一阶微分方程组

少
, 二 A中 (3

.

1 )

这里

{ (3
.

2 )

C艺 0

0 1

C 1 0

/岁......‘、

一一
A
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‘; = 一 2矛一 几卿孟
c :

= 又R机
尹声一 凡

3
R 沪乙一 矛

又设中
1
和中

:
是方程 (3

.

1) 满足初条件

中 ; = 「o
, o , l

,

o ] , 和 巾
2
= [o

, o , o , l〕r

的两个解
.

考虑4 X 2解矩阵

(3
.

3 )

功
,
功

2

武 价;

功了 功公

叻尹 叻岁{ (3
.

4 )

口了....‘、、

一一
、.户

g
了J吸、

少

矩阵岁的2 x 2余子式是
,

P , = 功1价; 一价;功
2 , P

Z二 叻1协公一价了叻
:

P
3
~ 功1价g

‘

一叻笋叻
2 ; P

‘
= 叻夏功公一 叻了叻;

P
。
= 价l功瞥

’

一叻岁功{ ; P
。
二 功了叻梦一功岁功公

‘

按照N g 和 R e id 的 [ 7〕
,

可以证 明P = (P : ,

P
: ,

P
。 ,

P
4 ,

P
。 ,

P
。

)
, 满足微分方程组

P
,

(夕) = B (, )P (, )

这里

(3
.

5 )

(3
.

6 )

O

O

O

0

一 C Z

0

0 0 0

1 1 0

(3
.

7 )

0 0 c 1 o

一 c : 0 0 0 0

了
........‘....、

一一
、、‘,尸

刀B

尸(y )满足边条件

P (o )= [ o
, o , o , o , o , l〕,

(3
.

5 )

在 g 一 l处的边条件为P , (0) 一 0
.

对给定的a 和 R
,

我们选择一个初值几
,

然后修改它 直到

P ;
(o ) = 0

.

四
、

谱 方 法

O rs za g 〔吕’
讨论了求解特征值问题时使用 C he b y s h e v 多项式比用其它正交多项式的优

点
.

他证明
:
如果一个线性微分方程的系数是无限次可微的

,

那么得到的近似其误差当N 。、

时
,

比 l/ N 的任何幂都下降得快
.

这里 N 是近似 中所使用的C h e b y s h e v 多项式 的数目
.

因

此
,

我们用C h e b y s h e v 多项式来得到满足边条件 (2
.

5 ) 的方程 (2
.

4 ) 的近似解
.

由于 C h e b y s h e v 多项式T
,

(z) 在区间〔一 1 ,

l] 上对
一

于权函数。(z) = (1 一矛 )
一 ‘2 2

是 正交

的
,

且
二 = 一 1 + 2 , 把区间 [0

,

i] 映成〔一 1 ,
.

1〕
,

那么我们在一开始就将方程 (2
.

4 ) 和 边 条

件 (2
.

5 ) 变换 到 [ 一 1 ,

l] 上来讨论将是非常方便 的
.

为此
,

我们假定

功(, 卜《碧)
一

}(z)
设协(z )和它的导数d 叮

必/ d砂的C h e b y o h e v展开式为
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爵
一

鑫
·‘”犷

·

“,
(4

.

1 )

这里
a
泛
。)二 a 。 .

T
。

(
z
)是

n
阶第一类C h e b y s he v 多项式

.

满足条件T
。

(e o so )= e o s n s
, , = o ,

l , 2 ,
·

⋯ 利 用T
二

(z) 的性质
,

我们可 以将可
口)用a ,

来表示
.

为了方便
,

我们 引入 两簇常数c.

和d
。 ,

即
e 。
二 d

,

= O (n < O)
;

c 。 = d
,

= l (n > O)

可 以证明 ([ 2〕)

‘。一 2 ’ “
。
一 ’

} (4
.

2 )

c ff a 才
, )= 乙 户(夕

2一 “2

)。
,

(n 》 o ) (4
.

3 )

p - . + 2

P = ” (m o d Z

2 4 c o a 盖
‘’一 乙 夕(夕

2 一 , 2

) [ (夕一 n
)
乙一 4 〕[ (夕+ n

)
2 一 4 〕a ,

(
n
> o )

户 - . + 4

p 一 ” (m o d z )

(4
.

4 )

这里
a = b( m 0 d 2 )表示

a 一b可被 2 整除
.

由于

2 二T
。

(
z
) = T

。 十 ,
(
z
)+ T

。一 ;
(
z
)和 4 二Z

T
。

(z ) = T
。一 :

(
z
)+ Z T

。

(
z
)+ T

. 十 :

(
二
)

那么 2 2 价(
二)和 4 2 2

劳(
二
)的

n
阶Ch e b y sh e v系数分别是

c 。 _ la 。 _ 1+ a , + ,
(
n
》o ) (4

.

5 )

和 c , _ : a 。 _ :
+ (

e ,

+ c 。 _ 1)a
。
+ a 。 + :

(
。
》 o ) (4

.

6 )

类似地
, 2 2 价

“
(
z
)和 4 2 2

协
“

(
:
)的

n
阶 C h e b y sh e v 系数是 (4

.

5 ) 和 (4
.

6 ) 式中将
a 。

换为

可
“ )得到的式子

.

将上述展开式代入 (2
.

4 )
,

比较两边T
。

(劝 的系数
,

我们将C h e b y sh e v 级数在 T , 一 :
(的

处截断有

矗
‘

买 P (P
Z 一。 2

) [ (P 一 n )
2 一 4〕[ (P+ n

)
“一 4 〕a ,

p 一 ” (m o d Z )

+ 艺
; : 盆(+mzo

。 : )
{[省

“
2

+
壳
“R ‘“

a 一 ‘’+
矗
“R ‘, 一 Z a , “

·

+ ‘

一’

, (,
之一 , :

)+矗
“R (1 一 Za )〔d一 , ‘,

2 一 (
。 一 2 )

“

) +
‘·, ‘,

‘

一 ‘
”+ 2 ,

2

, 〕}
a ,

N 一 1

+

壳
“R ,

只
,

〔二p ‘p
Z 一 ‘·+ ‘’

“

, + “一p ‘p
Z 一 ‘一

‘’
2

, 〕
“ ,

, 一
+ l (m o d Z )

+

矗
“R (1 一 Z a )

·
(
。一 , )

。

一音
‘R “一 Z a )“

·‘· +
壳
““

·“·

+ “
3
R

{矗
〔(6 a 一 , )。

·a 。

+ 。,
一。

。
一 + 。。。。 十 !〕
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+

= 0 ,

3

2 5 6

(, 一 Z a )〔
: 。

一
。
一 + (

‘: + 。

一)
a ·

+ 。·a

一〕}
o(

n
( N 一

由于T
。

(士 l)= (士l)
“

和T 二(士 一) = (士l )
“ 一 ‘n Z ,

(4
.

7 )

那么边条件价(士 1 )~ 价
‘

(士 l)一 。化为

N _ I N 一 l

E
a ,

= o ,

乙
n Z a 。

一 O

N 一 I N _ l

E (一 l)
”a 。 = o ,

名 (一 ‘)
“ 一 ‘n Za 。二 0

(4
.

5 )

方程 (4
.

7 ) 取
n = 0 , l, 2 ,

一
,

N 一 5 与边条件 (4
.

5) 一起可表示成形式

(几
4C ‘+ 几

3
C

3

+ 几
Z
C : + 几C l + C

。

)D = 0

这里C ‘
(‘~ o , 1 , 2 , 3 , 4 )是N 阶方阵

.

这可以化为广义特征值问题

(E 一久F )X = o

这里

(4
.

9 )

(4
.

10 )

、、,......了了n�八曰0JrC : C z

01
‘

I
八U

一 C -

0

0

0

0 0

0 0

八曰01n�了
�

3C100
‘
矛夕了......几、

而 X , = (几
3
D r ,

几
Z

D r ,
几D T ,

D T
)

由 ( 4
.

10 ) 给出的广义特征值 问题可用矩阵列变换和W il ki n s o n t “’
的Q R 方法来求解

.

五
、

数 值 结 果

大量的数值结果 巳经被得到
.

在这里
,

我们希望尽可能准确地给 出其主要结果
.

这些结

果多数是由第三节中介绍的复合矩阵方法得到的
.

因为利 用这种方法我们可以得到比较精确

的结果
.

但是这个方法对特征值几要求一个较为合理的初值
.

当几是复值时
,

它可以在整个复

平面上的任何一个位置
,

这样寻求几的初值就成为一个问题而容易失掉久的值
.

但这时我们可

以先用谱方法来计算几
,

至少可以得到一个较为准确的初值
,

然后再用初值方法来计算几
.

主

要结果 由下面的表 1、 6给出
.

实特征值几随 R 的变化可以用图的形式表示
.

图 1、 3分别给出了

a = o , 0
.

5和 1时的正的实特征值
.

图 4给 出了a = 10 时的前几支正的实特征值
.

从图中可以看

出
,

对每种情形
,

都有值 R使得在这个R 之下没有正的实特征值
.

这样的值 ( 称 为 R
。

) 分别

由表 1、 6给出
.

对。《R《 2 0 0 0 , a = o , 0
.

5 , 1和 1 0 ,

前三支下游特征值分别由表 l ,

表 s,

表 5和表 6 给

出
.

对a = 0和a = 0
.

5 ,

另外三支下游特征值分别由表 2和表4给 出
.

复特征值和它的共辘是成

对出现的
,

为了简单我们只给出具有正的虚部的那一支特征值
.
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{
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—0

0
.

2 5

0
.

5

1
.

0

1
.

5

2
.

5

5
.

0

1 0

2 5

5 0

1 00

25 0

5 0 0

1000

2000

Rc
凡

4
.

2 12 39 + 2
.

2弓07 3 ‘

4
.

22 380 + 2
.

3353 ‘

4
.

235 19 +
‘

2
.

216 08 ‘

4
.

25 78 7+ 2
.

18 044 1

4
.

28 044 + 2
.

143 78 ‘

4
.

32 517 + 2
.

06 726 ‘

4
.

4洲4 0+ 1
.

85 5 3 3 1

4
.

6429 0+ 1
.

3 046 7‘
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.
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.
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.
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.
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.
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7
.

55 3 91 + 2
.

7 1 5 7 5‘

7
.
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.

64 9 1 3 1

7
.

, 23 55 + 2
.

44 7 1 5 1’

6
.

6 8234 + 1
.

4 97 5 2 ‘

5
.

65 5 5 0+ 1
.

39 6 9 6‘

4
.

081 88 : 4
.

44 36 0

1
.

51283 : 3
.

57 906

0
.

, 534 1 : 2
.

4 08 03

0
.

37621 : 1
.

44 507

0
.

188叫 ; 0
.

7 8598

98
.

7 64
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.

284 84
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.

7 1 2弓4 + 3
.

1 03 1 5 1

1 0
.
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.
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1 0
.

7 1895+ 3
.

09893 ‘

1 0
.
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.
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.
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.
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.
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.
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.
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1 1
.
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.
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1 1
.

5 1 5 83+ 1
.

7 7 5% i

1 0
.

53 01 7 + 2
.

4 507 4 1

7
.

55767 + 1
.

88303 1

4
.

85 97 5+ 1
.

0311 3 1

2
.

55022 ; 3
.

27 058

1
.

18 94 5 ; 2
.

0652 5

850
.

254

3
.

304 95
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裹2 。( R 《1 00 且a 二。时的另外三支下游特征位

下口共
衰 3 。《R 《2。。。且a = 0

.

5时的前三支下游特征位

0

0
.

25

0
.

5

1
.

0

1
.

5

2
.

5

5
.

0

1 0

2 5

5 0

1 00

2 50

500

1 0 00

2 000

Rc
2

e

4
.

2123 9+ 2
.

2 507 3‘

4
.

18133 + 2
.

25 046 1

4
.

15 063 + 2
.

24 96 7 1

4
.

09037 + 2
.

246 59 ‘

4
.

03 16 1+ 2
.

24 16 1‘

3
.

9 186 4 + 2
.

22643 ‘

3
.

6 6284 + 2
.

1 633 4 ‘

3
.

257 98 + 1
.

96 956〔

2
.

5 946 8 + 1
.

27 6 01 ‘

1
.

9 5 13 0+ 0
.

2 76 90‘

1
.

324 97 ;0
.

824 6

0
.

5534 2 :0
.

32监S

0
.

2 7 822
:0

.

1 606 6

0
.

13 930 ; 0
.

0802 7

0
.

06 97 2 : 0
.

04 013

55
.

1 7 3

1
.

习别S

7
.

4 97 68 + 2
.

76 868‘

7
.

4 665 7 + 2
.

7 6 844 ‘

7
.

4 3 5 74 + 2
.

76 77 2 ‘

7
.

3 74 93 + 2
.

7 64 9 3‘

7
.

3 1524 + 2
.

7 6 04 0‘

7
.

19924 + 2
.

746 56 ‘

6
.

92856 + 2
.

6 87 99 1

6
.

46 417 + 2
.

4 9559‘

5
.

4 9462 + 1
.

64 631‘

4
.

1 01 87 + 1
.

0887 6 f

2
.

9 97 59 + 0
.

9 2 74 1‘

]
.

7 3936 ;1
.

40 1 7 9

0
.

9 0988 ; 0
.

6 7 7 1 7

0
.

4 584 9 : 0
.

朋6 4

0
.

2 2966 ; 0
.

1 6 80 7

1 96
.

29

1
.

97 037

1 0
.

7 1254 + 3
.

1 0315‘

1 0
.

6814 0 + 3
.

10293‘

1 0
.

6504 9 + 3
.

1 02 2 9‘

10
.

5 8933 + 3
.

0997 5 1

10
.

52906 + 3
.

0956 1‘

1 0
.

4 1 1 1 9 + 3
.

08282 1

1 0
.

13167 + 3
.

02 7 19 ‘

9
.

63396 + 2
.

834 11 ‘

8
.

486 59 + 1
.

90593 ‘

6
.

8 7 3 12 + 1
.

6 96 22 1

5
.

2546 2 + 0
.

9 2 4 13 1

2
.

98 54 7 + 0
.

64 521 ‘

1
.

83 55 6 : 1
.

59 553

0
.

9 51 64 ; 0
.

7 734

0
.

4 7 848 : 0
.

384 84

4 1 7
.

3 2

2
.

0424

由上面的表和 图我们可以发现
,

当 。( R < R
。

时
,

每支特征值都是复的而且它们的共辘

也是特征值
.

在R = R
。
= R

。 , ;
时

,

每支复特征值和它的共扼在实轴上重合
,

然后 当R 大于 R
。

时

它们分成两支实解
.

这两支实解可能在R 二 R
。 , 2

处重合
,

然后随着 R 的增大
,

这两支实解又

分成一对共辆 的复解
,

而又当R
。 , 2

< R < R
。 , 。

时它们又保持为复的
.

在 R = R
。 , 。

复解和它的

共辘又一次在实轴上重合
,

依次类推
.

例如
, a = 1 时的第二 支 特 征 值 (看表

·

5 )
,

R
。 , : =

2 5
.

9 3 ,
几

c , 2 = 3
.

6 0 4 7 3 , R
。 , 3

= 12 6
.

37 5 ,

凡
。 , 3

= 1
.

6 2 0 9 6
.

但在每种情形
,

对于大雷诺数R
,

我们没有给出具有大模的特征值
.

这是因为这些特征值很难精确地得到
.

作者希望借此感谢 P e 七e r
W

.

D u c k 教授提出该研究问题并鼓励作者对该 问题进行研

究
.
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衰4 。簇R ( 2 0 0 0且a 二。
.

5时的另外三支下游特征位

0

0
.

2 5

0
.

5

1
.

0

1
.

5

2
.

5

5
.

0

1 0

2 5

S0

1 00

2 50

500

1 000

2 000

R
c

几
e

1 3
.

89 9 9 6 + 3
.

3 5 22 1 .

1 3
.

86 880 + 3
.

3 5 2 0 1‘

1 3
.

8 3 7 8 3 + 3
.

3 5 1 4 0f

1 3
.

7 7 6 4 3 + 3
.

3 4 9 0 1‘
·

1 3
.

7 1 5 7 7 + 3
.

3 4 5 1 0 ‘

1 3
.

5 9663 + 3
.

3 3 2 9 ‘

1 3
.

31 1 2 5 + 3
.

2 7 893 百

1 2
.

7 91 5 5 + 3
.

08 4 85‘

1 1
.

5 2 3 7 1 + 2
.

1 1 5 83 1

9
.

7 6 966 + 2
.

04 2 891

7
.

4 9 64 8+ 1
.

2 4 868‘

4
.

4 5 834 + 0
.

5 1 01 4 1

2
.

84 54 9 + 0
.

4 1 1 71 f

1
.

6 03 8 2 : 1
.

4 03 6 3

0
.

81 48 8 : 0
.

69 1 56

7 1 6
.

39

2
.

0884 1

1 7
.

07 3 3 6 + 3
.

5 5 1 0 9‘

1 7
.

04 2 1 9 + 3
.

5 5 089‘

1 7
.

0 1 18 + 3
.

5 5 0 3 1 1

1 6
.

9 4% 1 + 3
.

5 4 80 1 f

1 6
.

8886 6 + 3
.

5 4 4 2 3 1

1 6
.

7 6 86 2 + 3
.

5 32 3 8 1

1 6
.

4 7 9 09 + 3
.

4 7 9 3 7 1

1 5
.

94 3 7 4 + 3
.

28 4 06 f

1 4
.

5 8882 + 2
.

2 9 5 2 5‘

1 2
.

7 1 88 9 + 2
.

2 7 32 2 1

1 0
.

1 002 8+ 1
.

682 06 1

6
.

3 7 13 2 + 1
.

046 7 9 1

3
.

7 7 060 + 0
.

44 898 ‘

2
.

3 1 2 80 + 0
.

097 3 4 ‘

1
.

2 3 6 2 0 : 1
.

09066

1 092
.

35

2
.

1 2 1 84

2 0
.

2 3 8 5 2 + 3
.

7 1 6 7 7 吕

2 0
.

20 7 3 3 + 3
.

7 1 65 8 ‘

2 0
.

1 7 62 8 + 3
.

7 1 60 1 ‘

2 0
.

1 1 46 0+ 3
.

7 1 3 7 7‘

2 0
.

0 5 3 4 4+ 3
.

7 1 00 7 f

1 9
.

9 3 2 7 2 + 3
.

69844f

1 9
.

6 4 0 1 1 + 3
.

6 4 5 9 9 1

1 9
.

09 3 07 + 3
.

4 4 9 3 9 ‘

1 7
.

6 7 2 6 5 + 2
.

4 51 5 6 ‘

1 5
.

7 02 59 + 2
.

4409 0‘

1 2
.

8 54 7 9 + 1
.

9 4 4 63 1

8
.

4 7 196 + 0
.

9 57 7 6 ‘

5
.

4 1 39 4 + 0
.

4 846 2‘

3
.

096 62 + 0
.

4 0 2 81 ‘

1
.

7 342 3 : 1
.

5 897 1

1 544
.

3 7

2
.

1 4 902

表 5 0( R 簇2 0 0 0且a 二 1时的前三支下游特征值

0

0
.

2 5

0
.

5

1
.

0

1
.

5

2
.

5

5
.

0

1 0

2 5

5 0

1 00

2 5 0

5 00

1 000

2 00 0

R
c

久
c

4
.

2 1 2 3 9 + 2
.

2 5 0 7 3 ‘

4
.

1 3 9 5 3 + 2
.

2 6 6 05 ‘

4
.

06 8 7 9 + 2
.

2 7 806 ‘

3
.

9 3 3 6 3 + 2
.

2 9 3 1 8 ‘

3
.

80 6 80 + 2
.

2 9 80 7 f

3
.

5 7 7 3 3 + 2
.

2 8 3 6 4 f

3
.

1 2 9 5 6 + 2
.

1 6 1 5 1 f

2
.

6 0 9 3 1 + 1
.

8 09 3 2 ‘

2
.

1 3 8 7 2 + 0
.

85 4 7 1 1

1
.

44 95 3 : 1
.

03 4 7 7

0
.

7 4 5 1 3 : 0
.

4 9 0 1 4

0
.

299 7 2 : 0
.

1 9 3 7 5

0
.

14 99 7 : 0
.

0967 2

0
.

0 75 0 0 : 0
.

04 83 4

0
.

0 3 75 0 : 0
.

0 2 4 1 7

36
.

04 6

1
.

7 3 5 1 2

7
.

4 9 7 6 8+ 2
.

7 6 86 8 ‘

7
.

4 3 02 5 + 2
.

7 7 2 38 f

7
.

3 6 4 1 3 + 2
.

7 7 4 05 1

7
.

2 3 5 7 7 + 2
.

7 7 1 6 7 f

7
.

1 1 2弓0 + 2
.

7 6 2 34 ‘

6
.

8 8 0 9 + 2
.

7 2 5 53 1

6
.

3 8 3 94 + 2
.

5 51 6 0‘

5
.

6 86 5 9 + 1
.

9 81 2 2‘

3
.

996 06 :3
.

5 093 6

2
.

56 14 5 + 1
.

03 81 2 1

2
.

04 6 04 + 0
.

3 786 9‘

0
.

9 0994 : 0
.

7 090 3

0
.

4 57 7 3 ; 0
.

34 95 1

0
.

2 2 9 16 ; 0
.

1 7 4 2 0

0
.

1 1 46 2 : 0
.

0 8 7 03

1 8
.

7 5 5

4
.

81 96 5

1 0
.

7 12 5 4 + 3
.

1 03 1 5 f

1 0
.

6 47 3 1 + 3
.

1 04 2 3 1

1 0
.

5 83 01 + 3
.

1 03 4 9 1

1 0
.

4 5 7 16 +
、

3
.

0968 4 ‘

1 0
.

3 3 4 9 6 + 3
.

08 3 7 2 l’

1 0
.

1 01 3 8+ 3
.

039 7 8 ‘

9
.

5 7 884 + 2
.

841 1 7 1

8
.

7 7 7 58+ 2
.

1 1 7 04 ‘

6
.

5 6 2 89+ 1
.

4 99 64 1

5
.

2 2 028+ 0
.

613 3 01

2
.

7 2 8 1 7 + 0
.

5 2 7 22 蓄

1
.

7 2 5 3 4 + 0
.

1 0 24 6 1

0
.

9 2 5 98 :0
.

7 7 5 3 2

0
.

46 5 52 ; 0
.

3 83 0 7

0
.

2 33 02 ; 0
.

1 9 1 04

2 7 2
.

4 82

1
.

57 87 8
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表6 。《R 簇
‘
佣。且a = 10 时的前三支下游特征值

“,
_ }

几,

0

0
.

2 5

0
.

5

1
.

0

1
.

5

2
。

5

5
.

0

1 0

2 5

5 0

1 00

2 5 0

5 00

1 0 00

2 00 0

R
e

孟
c

4
.

212 39+ 2
.

2507 3‘

3
.

4 989 1 + 2
.

3 803 1

3
.

0096 2 + 2
.

3 02 92‘

2
.

4 5 78 8+ 2
.

0 11 3 1 f

2
.

1 9 2 21 + 1
.

7 383 1 ‘

2
.

0007 + 1
.

3 1 9 96 ‘

2
.

128 34+ 1
.

1 6 566 ‘

1
.

7 9663+ 0
.

9 94 7 9 1

1
.

6 3 57 3 + 0
.

81 5 0f

1
.

51 2 1 9 + 0
.

7 08 7 3‘

1
.

3 92 7 8 + 0
.

62 01 3 f

1
.

2 5286 + 0
.

5 1 81 9‘

1
.

1 60 3 7 + 0
.

4S2 72 l’

0
.

992 56 + 0
.

00669‘

0
.

96206 + 0
.

00564 1

7
.

4 97 68 + 2
.

7 6868 1

6
.

83 91 9 + 2
.

7 5 4 1 3 1

6
.

31 6 2 9+ 2
.

弓8 9 60‘

5
.

6 1 056 + 2
.

J ll 97 ‘

5
.

2 7 1 6 1 + 1
.

1 007 9‘

4
.

2 5 9 90 : 3
.

00621

1
.

502 06 ;1
.

28 7 53

0
.

7 54 0 7 : 0
.

58 2 3 4

0
.

3 0 1 9 9 : 0
.

22 8肠

0
.

1 5 1 0 2 : 0
.

1 1 3 8

0
.

07 552 : 0
.

056 86

0
.

03 02 1 : 0
.

02 2 7 4

0
.

01 5 10 : 0
.

01 1 3 7

0
.

00 75 5 : 0
.

00568

0
.

0037 7 : 0
.

00284

1
.

697

弓
.

3 7 56

1 0
.

7 1 2 5 4+ 3
.

1 031 5 1

1 0
.

0 7 6 2 6 + 3
.

046 3 1 1

9
.

5 3 69 5 + 2
.

83 65 81

8
.

7 4 1 7 + 2
.

O2122 f

9
.

2 5 56 2 : 7
.

1 9 156

4
.

7 7 16 2 :4
.

2 5 99

6
.

0948 ;7
.

3086 5

2
.

3 1 387 : 2
.

吕润 9

0
.

801 9 2 ; 0
.

921 76

0
.

3 882 9 ; 0
.

46 098

0
.

19279 ; 0
.

23 05

0
.

07 69 7 : 0
.

09 2 2

0
.

03 84 7 ; 0
.

046 1

0
.

01923
: 0

.

02 3 05

0
.

00966 ; 0
.

01 1 53

1
.

386

8
.

52505
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