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摘 要

本文讨论了在二维扰动情况下
,

宾汉流体沿斜面流动的稳定性间题
。

在长波解情 况下
,

得到

了临界雷诺数的近似表示
,

并分析了屈服应力对流动稳定性的影响
。

关扭润 B in g 五a m 流体 屈服应力 临界雷诺数 稳定性

一
、

引 言

由于流体沿斜面流动的稳定性问题在感光材料涂布
,

泥石流的防治等领域中的应用“
, 2 ’,

使得人们对稳定性问题的讨论越来越多
.

对于二层牛顿流体
,

幕律流体和微弹性流体已有一

些较好结果
‘吕, 一 「. ’,

但对粘塑性问题的讨论尚未见到
.

本文以二层B in g ha m 流体模型为例
,

讨论其沿斜面流动的稳定性问题和屈服应力对流动稳定性的影响
。

二
、

稳定性问题和边界条件

本文讨论二维扰动情况
,

建立坐标系如图 l所示
.

对于B in g h am 流体
,

其本构方程为

,
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其 中
: : ‘ ,

是应力张量
,

下
‘,

(二 d“j
川 x ‘

+ 而
‘/口x ,

)是形变速率
, 拼是塑性粘度

, T 。

是屈 服应

力
.

对于二层流体
,

引进下列无量纲参数

x = x l/ d
: , 夕= x :

/ d
: , t = t :。:

(d
:

)

占= d l/ d
: , r = p l/ p

: , 声‘= 拼1 / 拼:

: 1 = : 1。/ p , g d
: s in 刀多

r :
= r : 。/ p : g d

: s in刀
”‘

= 忍‘/ 石孟(d
Z

)d
: , 刀‘= ”‘/ 泣孟(d

:

)d
: , P ‘二乡

‘

/ p
‘

[ . 盛(d
,

) ]
“
d

,

这里符号1 , 2分别表示上
、

下二居流体, 上标
“

一
”

表示备种平均流动量
.

对千二层B in g h a m 流休可视为四层流休流劫问题
.

在基水流劫为平仔盗 劫的假楚下
,

则由运动方程和 (l) 在自由表面处剪切应力为零
,

(2) 在界面处速度分量连续 , 剪切应力连

续 , (3 ) 在固壁处无滑移性
,

可求得基本流速

U ; 1
(g ) = a ;

(一d + : ;
)
“

+ b ,
(一占+

: ,
)+ k ; , 一占《, 《 一占+ : ,

U l :
(v) = a , g 么

+ bl, + k l, 一 d + r l
《g《 o

U : 1
(夕) ~ a : : 孟+ b : : z

+ k
z , o《g 《

二 :

U : 2
(夕) = a Zg ,

+ bZg + k : : :
《 , 《 l } (2

.

2 )

其中

a l = 一
,

竹二甲刃万
~

了甲了犷一一一一一一甲下
艺拼气l十 T O 一 r T I 一 T Z )

拌 _

—
“ l

r

“(l + r 6 一 r r : 一 r :

)

r d 一 r 了1 一 了2

(l+ r d 一 r r l 一了:

k l = a Z : 互+ bZ了: + kZ

(l / 2 ) +
r占一 r r ; 一 : 2

l + r占一 r 公l 一 丁2

考虑主流的扰动情况
,

令
“‘= U ‘+ . ‘, ”‘= 公‘,

P‘= 尹‘+ ,
‘

其中上标符号
“

、
”

表示扰动量
.

引进扰动流函数价(x
, 夕 ,

t)
,

并设

叻(x
,
y

, 才) = 砂(, )e x P {fa (义 一
c t) }

其中a (一 2二d : /幻是扰动波数 , 几是扰动波长
, 。

(= ‘,

+ ic ‘
)是扰动波速

.

则同【4〕类似分析可得扰动方程

(2
.

3)

(2
.

4 )
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其中符号
‘

为对g 求微商
,

R 是雷诺数
.

在方程(2
.

5 )和 (2
.

6 )中
, : = c. + fc ‘, 自的符号将决定流动是否稳定

, c ‘= 。可给出流动稳

定否的临界条件
.

下面给出方程(2
.

5 )、 (2
.

6 )所应满足的边界条件
.

规定边界条件取处如下
:

在自由表面处习~ 一占+ 雪(x
,

t)
,

上层流体界面处y - 一占+ : , + 雪;
(x’约 , 在上下 层 流体

界面处, = 刀(x
, t)

,

下层流体界面处 , = : 2 + 雪:
(x

, t )
.

由线性化运动学条件

自由界面处 a亡闷 t+ U l刀亡闷 x = 一口功1 1
闰 x

上层流体界面处 叱
,
/毋 + U : 2

叱
:
/口x = 一口吵, :

/口x

上下层流体界面处 助 /由 + U
: :口叮加 x = 一即

: : /口x

下层流体界面处 处
2 /由+ U 2 2

电
: /口x = 一口八 2

闰x

其中 势‘, = 甲 : ,
(u )e x p {ia (x 一 c t) } (l

,

j= 1 , 2 )

可求得

亡二 [切1 :
(一 d)/

c ; ] e x P{‘a (x 一 c t)}

雪l = [甲 : :
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r :
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(
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边界条件是
:

在自由表面处
,

切应力为零
,

法向应力 与表面张力引起的法向应力相平衡
.

在界面处
,

速度分量连续
,

切应力连续
,

法向应力差等于表面张力引起的法向应力
.

在固壁处
,

无滑移
.

对于B in g h a m 流体
,

可分为液体状态和固体状态两部分
.

对塑性区部分 (固体状态)
,

由本构方程可知 甲1 ;
(功

, 中2 ;
(功分别是常数

,

再由界面处速度分量连续的条件可求得切1 ;
(功二

甲 1 :
(一占+ r :

)
, 甲: 1

(
: :
) = 甲: :

(夕)
.

因而有雪= 雪
1 , 刃= 雪

2 .

至此本文讨论的问题转 化为 Bi n g h a m 流体的流体部分 沿斜面流动问题
,

边界条件 的取处

为

夕= 一占+ : : + 雪
, 夕= r : + 刁

进一步注意到在小扰动情况下亡《 1 , , 《 1 ,

边界条件的取处可分别为 夕二 一占+ : ; , g = : : .

为方便
,

分别用U ; ,
U

Z

表示 U , 2 ,
U

Z : , 切 : ,
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叭
2 , 进一步令
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则边界条件的数学表示为
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(一 d + 了,
)+ U 了(一 d + 丁,

)切
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(一d + : 1

)/ c l= 0
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其中 S , = T , / P, 么U 季
,

T J是表面张力
.

在本文的讨论中
,

我们有R : ~ R : = R
.

三
、

长 波 解 和 结 论

方程 (2
.

5 ) 和 (2
.

6 ) 与边界条件 (i )、 (v ii i) 构成了特征值问题
.

本文考虑长波情况
,

采用Y ih
’7 ’的方法将特征函数甲

1 , 甲: 和特征值
c
展成a 的幂级数形式
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.
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将 (3
.

1) 代入方程 (2
.

5 )
、

(2
.

6 )和边界条件
,

合并a 的零次幂项
,

我们有
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,
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在一阶近似中
,
我们的目的是求出△c ,

再由判别条件求出临界雷诺数R.
,
经计算可得
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对于给定的
r ,
占

, “, : ,
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流动稳定性的条件为
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么
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若R < R
。 , 匀< o ,

此时流动稳定
,

反之R > R
。 , 。> 0时相反

.

r , = : 2
= o ,

即为牛顿流体情况
‘“, .

将
T : = r Z

= 0 代入本文结果
,

得到了与【3 〕一 致的结

果
.

本文对不同厚度的占
,

数值计算了拼
, T
对流动稳定性的影响

.

拼的变化对R
。

的影响与二层牛顿流体的稳定性有着定性一致的结果
.

本文主要讨论屈服应 力
T
对稳定性的影响

.

d一定时
,

若 rl r Z

同时增加
,

R
。

/ c o t刀增大
,

从而说明屈服应力使流动趋于稳定
.

表 1” 2

给出了
r = 0

.

9 , r , 一 r :
时

,

R
。

/ c o t刀随
r的变化规律

.

由表可看出
,

d < 1时R
。

/ c o t刀变化更为明

显
。

d = 0
.

1时
,

表 3、 4给 出了d = 0
.

1时R c/ c o t刀随
r 的变化情况

.

可以看出
,

当: ;固定几变化

时
,

R
。

/ c o t刀增加但不明显
,

反之R
。

/ c o t刀变化显著
,

即 T ,
对流动稳定性影响较大

.

本文分析限于二维长波 (a 《 l) 和小扰动振幅 (亡《 l , 刀《 l) 的情况
.
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